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Abstrakt
Tato práce se zabývá numerickým modelováním znecˇišteˇní ovzduší ve 3D. Popisuje nu-
merický model proudeˇní tekutin a fyzikálneˇ-chemický model šírˇení znecˇišt’ující látky
ovzduším. Oba tyto modely jsou implementovány v jazyce MATLAB R⃝ pomocí konecˇ-
ných diferencí a jsou schopny modelovat znecˇišteˇní ovzduší v prˇirozené krajineˇ popsané
standardními geografickými daty z geoinformacˇních systému˚.
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Abstract
This thesis deals with numerical modeling of an air pollution in 3D. It describes numer-
ical model of fluid dynamics and physical-chemical model of transport of contaminants
throughout an air. Both of these models are implemented in MATLAB R⃝ language by fi-
nite differences and they are able to model air pollution in natural landscape described
by standard geodata from geoinformation systems.
Keywords: numerical modeling, Stokes equations, convection-diffusion equation, air
pollution, 3D, MATLAB R⃝, finite differences
Seznam použitých zkratek a symbolu˚
MKD – metoda konecˇných diferencí
MKP – metoda konecˇných prvku˚
MKO – metoda konecˇných objemu˚
PM – Particulate Matter - prachové cˇástice
PDR – parciální diferenciální rovnice
VOC – Volatile Organic Compound - teˇkavá organická látka
TIFF – Tagged Image File Format
CFD – Computational Fluid Dynamics - výpocˇetní dynamika tekutin
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31 Úvod
Kvalita ovzduší bezesporu významneˇ ovlivnˇuje život všech živých organismu˚ na
Zemi, které využívají na buneˇcˇné úrovni zpravidla cˇistý kyslík. Takže logicky, cˇím více je
atmosféra znecˇišteˇná, tím více úsilí musí organismy obecneˇ vynaložit, aby vzduch zpra-
covaly.
Lidé se se znecˇišteˇním ovzduší ve veˇtší mírˇe zacˇali potýkat od dob pru˚myslové revo-
luce, kdy se spalování fosilních paliv stalo nezbytným. Pru˚myslová výroba je v soucˇasné
dobeˇ k životnímu prostrˇedí mnohem šetrneˇjší než tehdy, nicméneˇ její celkový objem se
zvýšil, takže téma znecˇišteˇní ovzduší je stále aktuální a cˇasto diskutované. Dalším zásad-
ním prˇelomem pro zhoršení kvality ovzduší se stal rozmach dopravy, jelikož výfukové
plyny dopravních prostrˇedku˚ obsahují znacˇné množství toxických látek i skleníkových
plynu˚.
V soucˇasnosti se množství škodlivých emisí velice du˚kladneˇ monitoruje a reguluje,
což souvisí s požadavkem na vysokou kvalitu životního prostrˇedí. Jednou z význam-
ných metod pro výzkum v oblasti šírˇení znecˇišteˇní je jeho numerické modelování, které
je hlavním tématem této práce. V souvislosti se znecˇišt’ováním ovzduší budu používat
obecneˇ známé pojmy. Pokud by si prˇesto cˇtenárˇ nebyl jistý, co daným termínem rozu-
mím, mu˚že podrobneˇjší popis najít v mé bakalárˇské práci [4].
Jedním z cílu˚ této diplomové práce je seznámení s numerickými nástroji pro mode-
lování proudeˇní tekutin a jejich hlubší analýza. S tím úzce souvisí du˚kladné prostudo-
vání a pochopení teoretických poznatku˚, na kterých se tyto modely zakládají. Dále si
práce klade za cíl popsat, jak se tyto modely využívají k modelování šírˇení kontaminantu˚
ovzduším. Dalším cílem je zpracování základních fyzikálneˇ-chemických modelu˚ a jejich
integrace do softwarového nástroje. Existuje rˇada numerických nástroju˚ pro modelování
proudeˇní, ale hlavním zájmem je získat rˇešení v co nejkratším cˇase s rozumnou mírou
prˇesnosti a rozlišení. V operativním nasazení prˇi modelování úniku kontaminantu do
ovzduší (naprˇ. havárie) je prioritou rychlost oproti robustnosti a vysoké úrovni prˇesnosti.
Druhá kapitola popisuje vlastnosti tekutin, které jsou du˚ležité pro modelování jejich
proudeˇní, a jejich rozdeˇlení na základeˇ teˇchto vlastností. Zavádí pojem viskozity a vy-
sveˇtluje rozdíl mezi ideální a skutecˇnou tekutinou.
Trˇetí kapitola se veˇnuje modelování proudeˇní, objasnˇuje kritéria, na základeˇ kterých
proudeˇní tekutin deˇlíme. Dále jsou zde uvedeny rovnice používané pro popis proudeˇní
vcˇetneˇ jejich fyzikálního významu a nejcˇasteˇji používaných okrajových podmínek, které
jsou nezbytné pro formulaci a získání rˇešení jednotlivých úloh.
Ve cˇtvrté kapitole je popsáno, jak budeme modelovat šírˇení samotného znecˇišteˇní.
Nejprve se seznámíme s látkami, které jsou u nás nejcˇasteˇjší prˇícˇinou znecˇišteˇní atmo-
sféry, uvedeme jejich zdroje i dopady na lidský organizmus. Dále se budeme veˇnovat i
4fyzikálním deˇju˚m, které probíhají, když se kontaminanty šírˇí ovzduším a uvedeme je-
jich matematický popis vcˇetneˇ okrajových podmínek používaných pro získání korektneˇ
naformulované úlohy.
Pátá kapitola vysveˇtluje principy diferencˇních metod, které budu používat k vytvo-
rˇení numerických modelu˚ proudeˇní tekutin i k tvorbeˇ fyzikálneˇ-chemických modelu˚ ší-
rˇení znecˇišt’ujících látek. Podrobneˇ objasním zpu˚sob, jakým se obecné matematické rov-
nice popisující výše uvedené modely upraví pro potrˇeby následné implementace v pro-
gramovacím jazyce. Detailneˇ ukážu i zpu˚sob, jakým se v teˇchto modelech aplikují okra-
jové podmínky. A na záveˇr kapitoly popíši, jakým zpu˚sobem jsem do jednotlivých mo-
delu˚ zahrnul profil prˇírodního reliéfu.
V šesté kapitole jsou uvedeny 3 numerické experimenty, které ukazují výsledky jed-
notlivých modelu˚ na modelových úlohách. První 2 experimenty srovnávají vymode-
lovaný rychlostní profil s profilem vypocˇteným pomocí CFD modulu nástroje Comsol
Multiphysics R⃝. Poslední experiment ukazuje fungování fyzikálneˇ-chemického modelu.
52 Základní pojmy a principy
Než prˇistoupíme k samotnému modelování šírˇení znecˇišt’ujících látek v prostrˇedí,
je potrˇeba popsat a vysveˇtlit matematický aparát a prostrˇedky, které budeme používat.
Následující podkapitoly shrnují poznatky nacˇerpané z knihy o mechanice kontinua [1] a
skript zabývajících se mechanikou tekutin [2]. Práce se zabývá šírˇením znecˇišt’ující látky
ovzduším - tedy plynem (obecneˇ tekutinou).
2.1 Vlastnosti a rozdeˇlení tekutin
Oproti pevným látkám se tekutiny v mnohém liší. Jejich molekuly na sebe navzájem
pu˚sobí ve srovnání s pevnými látkami mnohem menšími prˇitažlivými silami, a proto
nemají stálý tvar (mnohdy ani objem) lze je snadno deˇlit a deformují se vždy nevratneˇ.
První charakteristickou vlastností tekutin je viskozita (vazkost). Ta je neˇkdy také nazý-
vána vnitrˇním trˇením tekutiny, jelikož pu˚sobí tak, že zmenšuje rozdíl vzájemných rych-
lostí uvnitrˇ proudící tekutiny, což prˇipomíná síly vznikající prˇi trˇení. Obecneˇ se viskozita
projevuje, když tekutina pu˚sobením vneˇjších sil není v rovnováze. Naopak, pokud teku-
tina v rovnováze je, tak se síly viskozity neuplatnˇují.
Prˇedstavme si nyní proudící tekutinu, jejíž jednotlivé vrstvy se pohybují ru˚znými
rychlostmi. Na rozhraní každých dvou takových vrstev pak vzniká tecˇné (smykové) na-
peˇtí bránící jejich vzájemnému pohybu. Podle Newtonova zákona viskozity podrobneˇji
v [6] lze toto napeˇtí vyjádrˇit následující rovnicí
τ = η
∂v
∂y
, (2.1)
kde η je dynamická viskozita a ∂v∂y je ru˚st rychlosti ve smeˇru kolmém na smeˇr pohybu
tekutiny. Jednotkou je [Pa.s]. Prˇevrácenou hodnotu dynamické viskozity nazýváme te-
kutost. Podílem dynamické viskozity a hustoty
ν =
η
ρ
, (2.2)
získáme kinematickou viskozitu, jejíž jednotkou je [m2.s−1]. Jak dynamická tak kinema-
tická viskozita závisí na druhu tekutiny a jejich hodnoty jsou cˇasto pro veˇtšinu tekutin
získávány experimentálneˇ. Viskozita obvykle závisí na teploteˇ a tlaku. U plynu˚ visko-
zita s rostoucí teplotou roste, kdežto u kapalin naopak klesá. Vliv tlaku lze pro viskozitu
plynu˚ zpravidla zanedbat, naproti tomu viskozita kapalin roste s tlakem zhruba prˇímo
úmeˇrneˇ.
Další (pro popis) du˚ležitou vlastností tekutin je jejich stlacˇitelnost. Ta je definována
jako záporná hodnota relativní zmeˇny objemu vzhledem ke zmeˇneˇ tlaku:
γ = − 1
V
∆V
∆p
(2.3)
6kde V je pu˚vodní objem tekutiny prˇed stlacˇením, ∆V prˇedstavuje zmeˇnu objemu prˇi
stlacˇení a ∆p je zmeˇna tlaku. Detailní definici lze nalézt naprˇíklad v [7]. Kapaliny a plyny
se z hlediska stlacˇitelnosti chovají velice odlišneˇ. Zatímco objem kapalin se pu˚sobením
vneˇjších tlakových sil meˇní jen velice nepatrneˇ, plyny jsou stlacˇitelné snadno. Plyny se
snaží vyplnit celý prostor, do neˇhož mohou proniknout, kdežto kapaliny, pokud nezaplní
celý dostupný prostor, vytvárˇejí volnou hladinu a snaží se prˇi daném objemu zachovat
co nejmenší povrch. Za jistých podmínek, které si uvedeme pozdeˇji, však lze i proudeˇní
plynu˚ modelovat jako nestlacˇitelné proudeˇní.
Z hlediska viskozity tedy mu˚žeme rozdeˇlit tekutiny na vazké (s vnitrˇním trˇením)
a nevazké (bez vnitrˇního trˇení). Co do stlacˇitelnosti pak na stlacˇitelné a nestlacˇitelné.
Vezmeme-li v úvahu skupenství, rozlišujeme kapaliny a plyny.
Hydromechanika zavádí pojem dokonalé nebo také ideální kapalina, což umožnˇuje
snadneˇjší odvození neˇkterých zákonitostí, jelikož ideální kapalina je dokonale nestlacˇi-
telná a bez jakéhokoliv vnitrˇního trˇení. Stejneˇ tak je zaveden i ideální plyn, jenž se stejneˇ
jako ideální kapalina vyznacˇuje absencí vnitrˇního trˇení, ale je dokonale stlacˇitelný.
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Proudeˇní skutecˇných tekutin je velice složitý proces, a proto je jeho matematické po-
tažmo numerické modelování velice nárocˇné. Z tohoto du˚vodu se pro popis a modelo-
vání proudeˇní zavádeˇjí prˇi splneˇní urcˇitých podmínek ru˚zná zjednodušení. Tato kapitola
inspirována publikacemi o mechanice kontinua [1] a tekutin [2] objasní, jakým zpu˚so-
bem a podle jakých kriterií se deˇlí proudeˇní tekutin a která zjednodušení jsou pro naše
potrˇeby aplikovatelná. Cˇerpal jsem také z ucˇebních textu˚ o modelování proudeˇní tekutin
[3] a [18]. Využil jsem opeˇt i poznatky z diplomové práce [5]. Dále budou popsány zá-
kladní rovnice, ze kterých budu vycházet prˇi výpocˇtu vektorového pole rychlostí prou-
dící tekutiny. Jejich odvození prˇesahuje rámec této práce, nicméneˇ považuji za du˚ležité
poukázat na klícˇové fyzikální a matematické principy, z nichž tyto rovnice vycházejí. Na
záveˇr budou diskutovány volby okrajových podmínek v kontextu rˇešitelnosti jednotli-
vých úloh.
Proudeˇní mu˚žeme klasifikovat podle dimenze oblasti, ve které se tekutina pohybuje,
na:
• jednorozmeˇrné (1D) - proudeˇní po krˇivce s (v = v(s)),
• dvourozmeˇrné neboli rovinné (2D) - velicˇiny (naprˇ. rychlost) závisí na poloze v
rovineˇ v = v(x, y),
• trojrozmeˇrné neboli prostorové (3D), kde se hodnoty velicˇin meˇní v závislosti na
poloze v prostoru v = v(x, y, z).
Z hlediska závislosti na cˇase deˇlíme proudeˇní na:
• ustálené (stacionární), kde velicˇiny nezávisejí na cˇase v ̸= v(t); ∂∂t = 0,
• neustálené (nestacionární), které je závislé na cˇase v = v(t).
Pro reálnou (vazkou) tekutinu pak rozlišujeme proudeˇní:
• laminární, kdy se trajektorie jednotlivých cˇástic vzájemneˇ neprotínají, sousední vrstvy
tekutiny po sobeˇ pouze kloužou, ale nemísí se,
• turbulentní, kdy se naopak cˇástice navzájem mísí a kromeˇ podélné rychlosti mají
i turbulentní rychlost, kterou se prˇemíst’ují ješteˇ jiným smeˇrem, než kam proudí
tekutina.
Oba tyto druhy proudeˇní se dále liší mj. rychlostním profilem nebo odporem proti
pohybu. Na prˇíkladu proudeˇní uvnitrˇ potrubí (viz Obrázek 3.1 z výše citovaných skript
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o mechanice tekutin [2]) vidíme, že rychlostní profil laminárního proudeˇní má tvar rotacˇ-
ního paraboloidu. Rychlosti cˇástic prˇi turbulentním proudeˇní se vyrovnávají díky inten-
zivnímu prˇemíst’ování, takže rychlostní profil turbulentního proudeˇní se podobá obdél-
níku.
Skutecˇnost, zda je proudeˇní laminární cˇi turbulentní se urcˇuje pomocí Reynoldsova
cˇísla, které se používá v teorii podobnosti, jelikož, jak je uvedeno na stránce [8], udává
pomeˇr mezi setrvacˇnými silami a viskozitou. Dveˇma mechanicky podobným proudeˇním
prˇísluší totéž Reynoldsovo cˇíslo. Jeho hodnota se vypocˇte ze vztahu:
Re =
vd
ν
, (3.1)
kde v je strˇední rychlost tekutiny [m.s−1], d udává charakteristický rozmeˇr [m] (naprˇ.
hydraulicky polomeˇr blíže popsaný naprˇ. v [9] charakterizující pru˚rˇez potrubí, koryta
rˇeky aj. a ν prˇedstavuje kinematickou viskozitu proudící tekutiny [m2.s−1]. Vyjádrˇíme-li
jednotky v rovnici (3.1), zjistíme, že Reynoldsovo cˇíslo je bezrozmeˇrná velicˇina. Malým
Reynoldsovým cˇíslu˚m odpovídají laminární proudeˇní, kdy prˇevažuje vnitrˇní trˇení teku-
tiny, prˇi veˇtších hodnotách jsou proudeˇní turbulentní, díky prˇevaze setrvacˇných sil.
Prˇechod z laminárního v turbulentní (jak si z rovnice (3.1) dovedeme snadno prˇedsta-
vit) mu˚že být zpu˚soben kuprˇíkladu zvýšením rychlosti proudeˇní nebo snížením visko-
zity tekutiny a nastává prˇi tzv. kritické hodnoteˇ Reynoldsova cˇísla Rek. Ta se pohybuje
v rozmezí stovek až neˇkolika málo tisícu˚ a závisí z velké cˇásti naprˇíklad na geometrii
úlohy (externí/interní proudeˇní, tvar koryta/potrubí apod.) cˇi drsnosti povrchu˚, s nimiž
prˇichází tekutina beˇhem proudeˇní do styku.
Než se seznámíme s rovnicemi, které popisují proudeˇní tekutin, zavedu ješteˇ neˇkolik
potrˇebných pojmu˚. Prvním z nich je tzv. „operátor“ nabla:
∇ =

∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z

(3.2)
9s jehož pomocí mu˚žeme vyjádrˇit gradient skalární funkce p(x, y, z) v prostoru 1:
∇p = grad p =

∂p
∂x
,
∂p
∂y
,
∂p
∂z

. (3.3)
Dále budeme používat divergenci vektorové funkce u = (u, v, w)2:
∇ · u := divu = ∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
(3.4)
a Laplaceu˚v operátor:
∆u =
∂2u
∂x2
+
∂2v
∂y2
+
∂2w
∂z2
. (3.5)
3.1 Rovnice kontinuity
Rovnice kontinuity (neˇkdy také rovnice spojitosti) vyjadrˇuje obecneˇ platný fyzikální
zákon zachování hmotnosti. Odvození rovnice kontinuity je popsáno v knize o mecha-
nice kontinua [1] a skriptech o mechanice tekutin [2] resp. [10]. V diferenciálním tvaru
mu˚žeme rovnici kontinuity vyjádrˇit jako:
∂ρ
∂t
+ div(ρu) = 0, (3.6)
kde ρ vyjadrˇuje hustotu tekutiny, t je cˇas a rychlostí u se tekutina pohybuje. První cˇlen
rovnice udává zmeˇnu hmotnosti v cˇase, druhý cˇlen pak konvektivní zmeˇnu. V prˇípadeˇ
stacionárního proudeˇní platí ∂ρ∂t = 0. Pokud navíc uvažujeme nestlacˇitelné proudeˇní, je
hustota konstantní (ρ = konst.) a rovnici kontinuity pro ustálené nestlacˇitelné proudeˇní
mu˚žeme zapsat ve tvaru:
divu = 0. (3.7)
3.2 Eulerova rovnice
Eulerova rovnice popisuje rovnováhu sil pu˚sobících na proudící ideální tekutinu.
Vektoroveˇ vyjádrˇena má tato rovnováha tvar:
Fs = Fo + Fp, (3.8)
kde Fo znacˇí hmotnostní (objemové) síly, které pu˚sobí na tekutinu z vneˇjšku (v našem
prˇípadeˇ prˇedevším gravitace) Fp pak reprezentuje tlakové síly (pu˚sobící uvnitrˇ teku-
tiny). Soucˇet teˇchto 2 druhu˚ sil odpovídá setrvacˇným silám Fs pohybujících se cˇástic ide-
ální tekutiny. Aplikací teˇchto sil na elementární objem a sérií úprav (podrobneˇji opeˇt ve
1p : R3 → R
2u : R3 → R3
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skriptech [2] a [10]) dostaneme diferenciální tvar Eulerovy rovnice pro proudeˇní ideální
tekutiny:
∂u
∂t
+ u · ∇u = g − 1
ρ
∇p, (3.9)
kde u znacˇí rychlost, t je cˇas, p reprezentuje tlak a ρ hustotu. Co se týcˇe jednotlivých
cˇlenu˚ rovnice, tak g vyjadrˇuje zrychlení objemové síly (veˇtšinou jen tíhové zrychlení),
první cˇlen na levé straneˇ popisuje zrychlení, druhý prˇedstavuje konvektivní zrychlení.
Poslední cˇlen reprezentuje tlakové pnutí uvnitrˇ tekutiny.
3.3 Navier-Stokesova rovnice
Rovnováhu sil pu˚sobících na proudící skutecˇnou tekutinu vyjadrˇuje Navier-Stokesova
rovnice. Vektorový zápis této rovnováhy rˇíká, že setrvacˇná síla je rovna soucˇtu hmot-
nostní, tlakové a trˇecí síly a vypadá následovneˇ:
Fs = Fo + Fp + Ft. (3.10)
Jak již víme, oproti ideální tekutineˇ pu˚sobí uvnitrˇ reálné tekutiny vnitrˇní trˇení, proto
rovnice pro skutecˇnou tekutinu (3.10) rozširˇuje (3.8) o cˇlen reprezentující trˇecí sílu Ft,
kterou mu˚žeme vyjádrˇit vztahem (2.1), což se pochopitelneˇ projeví i v diferenciálním
tvaru Navier-Stokesovy rovnice, jenž pro nestlacˇitelnou tekutinu 3 vypadá následovneˇ
∂u
∂t
+ u · ∇u = g − 1
ρ
∇p+ ν∆u. (3.11)
Podrobneˇjší postup odvození opeˇt možno najít v již výše citovaných publikacích [1],[2]
a [10]. Rovnice se liší od drˇíve uvedené Eulerovy rovnice (3.9) oproti níž na pravé straneˇ
prˇibyl cˇlen reprezentující sílu potrˇebnou k prˇekonání vazkých trˇecích sil uvnitrˇ tekutiny.
Rychlost opeˇt znacˇíme u, t je cˇas, p reprezentuje tlak, ρ hustotu, ν kinematickou viskozitu
a g vyjadrˇuje zrychlení objemové síly.
Rovnici (3.11) lze rozepsat ve 3D následovneˇ i jako soustavu rovnic:
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
+ w
∂u
∂z
= g1 − 1
ρ
∂p
∂x
+ ν

∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
+
∂2u
∂z2

(3.12)
∂v
∂t
+ u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
+ w
∂v
∂z
= g2 − 1
ρ
∂p
∂y
+ ν

∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
+
∂2v
∂z2

(3.13)
∂w
∂t
+ u
∂w
∂x
+ v
∂w
∂y
+ w
∂w
∂z
= g3 − 1
ρ
∂p
∂z
+ ν

∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
+
∂2w
∂z2

, (3.14)
kde u = (u, v, w),g = (g1, g2, g3) jsou vektorové funkce rychlosti a objemového (tího-
vého) zrychlení se složkami ve smeˇrech os x, y, z, p(x, y, z) chápeme jako skalární funkci
tlaku.
3Pro nestlacˇitelnou tekutinu platí ρ = konst. a rovnice kontinuity se redukuje na (3.7)
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3.4 Stokesova rovnice
Pro modelování stacionárních laminárních proudeˇní (anglicky creeping flows) s níz-
kým Reynoldsovým cˇíslem se používá stacionární Stokesova rovnice:
−µ∆u+∇p = f, (3.15)
kde µ je dynamická viskozita tekutiny, u znacˇí rychlost, p tlak a f reprezentuje objemové
síly podobneˇ jako u Navier-Stokesovy rovnice. Rovnice (3.15) je stacionárním (∂u∂t = 0)
linearizovaným u · ∇u = 0 prˇípadem Navier-Stokesovy rovnice (3.11) a podrobneˇjší in-
formace o ní mu˚žeme dohledat v knize o numerickém rˇešení PDR pomocí MKP [16].
Rovnici (3.15) mu˚žeme rozepsat ve 3D na soustavu lineárních rovnic (3.16), (3.17),
(3.18) analogicky jako u Navier-Stokesovy rovnice (3.11):
−µ

∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
+
∂2u
∂z2

+
∂p
∂x
= −f1 (3.16)
−µ

∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
+
∂2v
∂z2

+
∂p
∂y
= −f2 (3.17)
−µ

∂2w
∂x2
+
∂2w
∂y2
+
∂2w
∂z2

+
∂p
∂z
= −f3, (3.18)
kde u = (u, v, w), f = (f1, f2, f3) jsou vektorové funkce rychlosti a objemové síly se
složkami ve smeˇrech os x, y, z, p(x, y, z) reprezentuje skalární funkci tlaku.
Rˇešíme-li proudeˇní nestlacˇitelné tekutiny, urcˇujeme rozložení rychlostí a tlaku˚. Což
ve 3D znamená 4 neznámé - 3 složky rychlosti a tlak (hustotu ρ uvažujeme konstantní
a chápeme ji jako stavovou rovnici). Pro urcˇení neznámých využijeme 4 výše uvedené
rovnice - 3 pohybové rovnice (3.16), (3.17), (3.18) a rovnici kontinuity (3.6). Ve tvaru (3.7)
se rovnice kontinuity oznacˇuje jako tzv. podmínka nestlacˇitelnosti.
Okrajové a pocˇátecˇní podmínky
Pro popis okrajových podmínek využijeme modelovou uzavrˇenou oblast Ω na ob-
rázku 3.2. Dále uvažujeme prostorový vektor x = (x, y), vektorovou promeˇnnou rych-
losti u(x, t) = (u(x, t), v(x, t)) a tlakovou promeˇnnou p(x, t). Pro hranice oblasti Ω platí
∂Ω = ΓI ∪ ΓO ∪ ΓW
ΓI ∩ ΓO ∩ ΓW = ∅
V této práci budu používat:
• Dirichletovu okrajovou podmínkou, kdy je zadána prˇímo hodnota prˇíslušné velicˇiny
(naprˇ. u(x, t) = uI(t),x ∈ ΓI )
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Obrázek 3.2: Oblast Ω s pru˚tocˇnými hranicemi ΓI a ΓO
• Neumannovu okrajovou podmínkou, kdy zadáváme hodnotu derivace dané veli-
cˇiny ve smeˇru normály k hranici
(naprˇ. ∂u(x,t)∂n = uO(t),x ∈ ΓO).
Prˇi modelování proudeˇní budu zadávat 2 pru˚tocˇné hranice (tzv. inlet ΓI pro „vstupní“
hranici, kudy tekutina prˇitéká dovnitrˇ oblasti a outlet ΓO na „výstupní“ hranici, skrz
kterou tekutina odtéká ven z modelované oblasti).
Kombinace okrajových podmínek na pru˚tocˇných hranicích nemu˚že být z du˚vodu za-
chování numerické stability libovolná. Naprˇíklad nelze zadat rychlost na inletu i outletu
zárovenˇ, jelikož rychlosti na opacˇné pru˚tocˇné hranici se pocˇítá z rovnice kontinuity. Na-
proti tomu pokud je na inletu zadán tlak, musí být zadán i na outletu. Dále je naprˇíklad
možné zadat pro ustálené proudeˇní jeho rychlost na inletu a derivaci rychlosti podle
normály spolu s tlakem na outletu. Prˇehled základních kombinací okrajových podmínek
podle [3] a [13] na pru˚tocˇných hranicích je uveden v tabulce 3.1. Vidíme, že na výstupu
se vždy zadává tzv. „statický“ tlak, pro který platí:
ptot = pst +
1
2
ρv2, (3.19)
kde ptot je totální (celkový) tlak, pst je již zmíneˇný statický tlak, ρ znacˇí hustotu a v velikost
rychlosti tekutiny.
Dalším typem okrajových podmínek je okrajová podmínka typu steˇna (v anglicky
psané literaturˇe „wall“ nebo také „no-slip“ boundary condition) která se používá na
pevných steˇnách (v našem prˇípadeˇ na ΓW ), kdy normálová složka rychlosti vzhledem ke
steˇneˇ je nulová
u(x, t) · n = 0,x ∈ ΓW ,n ⊥ ΓW
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tekutina vstup výstup
nestlacˇitelná tekutina rychlost statický tlak
ρ = konst. statický tlak statický tlak
celkový tlak statický tlak
hmotnostní tok statický tlak
stlacˇitelná tekutina hmotnostní tok statický tlak
ρ ̸= konst. celkový tlak statický tlak
Tabulka 3.1: Neˇkteré numericky stabilní kombinace okrajových podmínek na pru˚tocˇných
hranicích
a tecˇná složka má stejnou rychlost jako steˇna (v prˇípadeˇ statické steˇny nulovou)
u(x, t) · t = uW (t),x ∈ ΓW , t ∥ ΓW .
Pokud modelujeme proudeˇní s vysokým Reynoldsovým cˇíslem, tak podle [3] okrajové
podmínky tohoto typu podstatneˇ snižují nároky na výpocˇet prˇi zachování dostatecˇneˇ
prˇesného rˇešení. V prˇípadeˇ proudeˇní s malým Reynoldsovým cˇíslem však tento typ okra-
jové podmínky vhodný není. Tecˇné rychlosti se zadávají totožné s rychlostmi zdi, normá-
lová rychlost je nastavena na nulu.
V prˇípadeˇ nestacionárního proudeˇní je potrˇeba zadat také pocˇátecˇní podmínku v cˇase
t = 0 na celé oblasti Ω
u(x, 0) = u0(x),x ∈ Ω.
Jak jsem již uvedl drˇíve, i proudeˇní vzduchu lze za jistých podmínek modelovat jako
nestlacˇitelné. Pro urcˇení teˇchto podmínek je nezbytné zavést pojem Machova cˇísla, které
je definováno vztahem:
Ma =
u
c
, (3.20)
udává pomeˇr mezi rychlostí toku média u a rychlostí zvuku c, který se šírˇí daným mé-
diem. Z rovnice (3.20) vidíme, že se jedná o bezrozmeˇrnou velicˇinu.
Pokud je Machovo cˇíslo proudící tekutiny menší než cca 0.2 − 0.3, pak mu˚žeme sta-
cionární proudeˇní považovat za nestlacˇitelné, aniž bychom se dopustili výrazneˇjší chyby
(viz [14] a [15]). Prˇicˇemž dobrou aproximací nestlacˇitelného proudeˇní rozumíme takové,
u kterého relativní zmeˇna hustoty neprˇesáhne 5%. Jinými slovy, pokud se plyny v po-
rovnání s lokální akustickou rychlostí pohybují pomalu, mu˚žeme jejich stlacˇitelnost za-
nedbat. V praxi se rychlost zvuku ve vzduchu za beˇžných meteorologických podmínek
pohybuje kolem 330 − 340 metru˚ za sekundu. Což nám pro potrˇeby modelování prou-
deˇní vzduchu v našich zemeˇpisných šírˇkách umožnˇuje bez problému zanedbat jeho stla-
cˇitelnost, jelikož nejvyšší dosud zaznamenaný poryv veˇtru na území CˇR meˇl podle [17]
rychlost 60 metru˚ za sekundu. Machovo cˇíslo pro tento poryv je prˇibližneˇ 0.2.
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4 Modelování šírˇení znecˇišteˇní
Znecˇišteˇní ovzduší je momentálneˇ velice diskutované téma nejen v regionu prˇede-
vším proto, že mu˚že mít znatelné dopady na zdraví obyvatelstva a životní prostrˇedí.
Modelování jeho šírˇení nám mu˚že pomoct naprˇíklad prˇi konstrukci imisních map, prˇed-
poveˇdi kvality ovzduší nebo ekologických haváriích.
Znecˇišt’ující látky (neˇkdy také polutanty) jsou chemické a jiné látky, které pokud se
nacházejí v daném prostrˇedí, tak škodí živocˇichu˚m, lidskému zdraví nebo životnímu
prostrˇedí. Znecˇišt’ující látky mu˚žeme rozdeˇlit z neˇkolika hledisek. Rozlišujeme, zda zne-
cˇišteˇní ovzduší vzniká cˇinností cˇloveˇka (naprˇ. pru˚myslové exhalace, chemické znecˇiš-
teˇní) nebo prˇirozeneˇ (naprˇ. písecˇná bourˇe, lesní požár). Dále deˇlíme polutanty na pevné
(prachové) cˇástice, kapalné kapky a plyny. Co se týcˇe zpu˚sobu vzniku, mu˚žeme rozlišo-
vat ješteˇ primární a sekundární polutanty. Primární se uvolnˇují prˇímo z neˇjakého zdroje
(naprˇ. oxidy uhlíku jakožto vedlejší produkty spalování) kdežto sekundární (naprˇ. vznik
ozonu v troposférˇe jako du˚sledku chemické reakce se sveˇtlem) vznikají reakcemi pri-
márních polutantu˚ mezi sebou prˇípadneˇ s jinými látkami. Tyto reakce není možno do
modelu, kterým se budu v této práci zabývat, prakticky nijak zahrnout. Dále si uvedeme
nejcˇasteˇji se vyskytující polutanty. Z hlediska modelování mu˚žeme tyto polutanty rozlišit
pomocí difúzního koeficientu popsaného blíže v kapitole 4.1.
Polétavý prach (PMx)
Polétavý prach (PMx z anglického „particulate matter“) jsou mikroskopické cˇástecˇky
pevného skupenství, které mohou být unášeny vzduchem. Polétavý prach se v du˚sledku
toho, jak pu˚sobí na lidské zdraví, deˇlí nejcˇasteˇji na 4 frakce podle velikosti (PM10, PM2,5,
PM1 a PM0,1) kde cˇísla udávají velikost nejveˇtších cˇástic dané skupiny v mikrometrech.
Toto deˇlení není zvoleno nikterak náhodneˇ. Cˇím jsou cˇástice menší, tím hloubeˇji do lid-
ského teˇla mohou proniknout a zpu˚sobit tak prˇímo cˇi neprˇímo závažná onemocneˇní po-
cˇínaje astmatem a rakovinou koncˇe. Uvádí se, že PM2,5 propustí dýchací trakt do pru˚du-
šek, PM1 se mohou usazovat dokonce až v plicních sklípcích. PM0,1 mohou proniknout
i do krve a poškodit tak další orgány. S rostoucí velikostí cˇástic se snižuje jejich doba
výskytu v ovzduší. Zatímco hrubší cˇástice spadající do PM10 se usazují již po neˇkolika
hodinách od jejich emise, menší cˇástice mohou v ovzduší setrvat neˇkolik dnu˚ až týdnu,
což následneˇ umožnˇuje i jejich transport na veˇtší vzdálenosti.
Mezi hlavní zdroje polétavého prachu patrˇí veškeré spalovací procesy, doprava a pru˚-
myslová výroba. Z dalších - drˇíve neuvedených - zdroju˚ stojí za zmínku ješteˇ sopecˇné
vulkány, které v prˇípadeˇ veˇtší erupce také mohou významneˇ ovlivnit kvalitu ovzduší a
pocˇasí obecneˇ.
V závislosti na zpu˚sobu vzniku se složení pevných cˇástic mu˚že znacˇneˇ lišit. Základem
bývá popílek saze a horniny, dále jsou ale tyto polutanty na sebe schopny vázat mnoho
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jiných (naprˇ. pesticidy, teˇžké kovy, množství chemických sloucˇenin aj.) a v neposlední
rˇadeˇ i vlhkost, což se mu˚že projevit vyšším množstvím srážek.
V souvislosti s polétavým prachem je trˇeba zmínit i tzv. sekundární prašnost, která je
mnohem obtížneˇji modelovatelná, než znecˇišteˇní z primárních zdroju˚. Sekundární praš-
nost vzniká prˇedevším v meˇstských aglomeracích a v okolí staveb tak, že již usazené
cˇástice jsou opeˇt rozvírˇeny do ovzduší vinou veˇtru cˇi automobilové dopravy.
Oxid sirˇicˇitý (SO2)
Oxid sirˇicˇitý uniká do atmosféry prˇedevším jako du˚sledek spalování uhlí a teˇžkých
oleju˚ dále i prˇi tavení rud s obsahem síry. V globálním meˇrˇítku vzniká také cˇinností sopek,
ale podíl tohoto zdroje na koncentraci SO2 v ovzduší nad CˇR je minimální. V atmosférˇe se
oxid sirˇicˇitý postupneˇ prˇemeˇnˇuje až na kyselinu sírovou, která se potom mísí s aerosoly
a následneˇ váže na prachové cˇástice, což zaprˇícˇinˇuje vznik tzv. kyselých dešt’u˚. Ty mají
nicˇivý dopad na životní prostrˇedí. V minulosti se naprˇíklad podílely na znicˇení lesu˚ v
Jizerských a Krušných horách. U cˇloveˇka se oxid sirˇicˇitý absorbuje z velké cˇásti již ve
sliznici horních cest dýchacích a zpu˚sobuje dýchací obtíže. Od roku 1989 se koncentrace
SO2 v CˇR výrazneˇ snížily jakožto du˚sledek instalace odsirˇovacích zarˇízení a jeho imisní
limity jsou tak v dnešní dobeˇ prˇekracˇovány velice zrˇídka.
Oxidy dusíku (NOx)
Nejvydatneˇjším zdrojem oxidu dusnatého (NO) je automobilová, železnicˇní i lodní
doprava. Ten následneˇ reaguje velmi rychle s ozonem (O3) i prˇi nízkých koncentracích
obou plynu˚, cˇímž vzniká zdraví škodlivý oxid dusicˇitý (NO2) který podobneˇ jako oxid
sirˇicˇitý dráždí dýchací cesty, zpu˚sobuje jejich onemocneˇní a oslabuje imunitu. V prˇírodeˇ
vznikají emise oxidu˚ dusíku následkem sopecˇných erupcí, prˇi bourˇkách úderem blesku˚
anebo také z pu˚dy. V Evropeˇ jsou tyto zdroje málo významné, z celosveˇtového hlediska
však hrají veˇtší roli. K prˇekrocˇení imisních limitu˚ (NOx) dochází zpravidla jen ve veˇtších
meˇstech a uvnitrˇ dopravneˇ vytížených lokalit.
Oxidy uhlíku (COx)
Oxid uhelnatý CO vzniká jako du˚sledek nedokonalého spalování zemního plynu,
uhlí nebo drˇeva. Emitují jej naprˇ. automobily, domácí topeništeˇ a energetický i metalur-
gický pru˚mysl. Oxid uhelnatý snižuje kapacitu krve pro prˇenos kyslíku v teˇle tím, že
se místo neˇj váže na hemoglobin. Mu˚že tak zpu˚sobovat závrateˇ nebo zhoršenou pozor-
nost.V CˇR však jen výjimecˇneˇ prˇesahuje imisní limity. V atmosférˇe reaguje s kyslíkem za
vzniku oxidu uhlicˇitého (CO2) - jednoho ze skleníkových plynu˚.
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Amoniak (NH3)
Amoniak (známý beˇžneˇ pod triviálním názvem cˇpavek a vyznacˇující se charakteris-
tickým zápachem) se používá prˇedevším jako hnojivo v zemeˇdeˇlství, které je hlavním
zdrojem amoniaku unikajícího do atmosféry. Sám o sobeˇ znecˇišt’uje spíše povodí než
ovzduší, v ovzduší se však podílí na vzniku sekundárních polutantu˚. Prˇi vdechování
poškozuje sliznice.
Teˇkavé organické látky (VOC)
Mezi tyto organické látky patrˇí naprˇíklad karcinogenní benzen, toluen nebo formal-
dehyd. Podobneˇ jako drˇíve uvedené polutanty, také teˇkavé organické látky zpu˚sobují
alergie, respiracˇní obtíže a oslabují celkovou imunitu organismu. Dále také mohou zpu˚-
sobovat poruchu krvetvorby. Nejvýrazneˇjšími zdroji VOC v ovzduší jsou doprava a pru˚-
mysl (zpracování paliv, chemický).
4.1 Konvekcˇneˇ-difúzní rovnice
Konvekcˇneˇ-difúzní rovnice je parciální diferenciální rovnice 2. rˇádu pomocí které bu-
deme modelovat šírˇení znecˇišt’ující látky ovzduším na oblasti Ω ⊂ R3 a vypadá násle-
dovneˇ:
∂c
∂t
= ∇ · (D∇c)−∇ · (uc) +R. (4.1)
D je vstupní parametr - difúzní koeficient - popisující v našem prˇípadeˇ chování jednot-
livých polutantu˚. Jednotkou jsou m2.s−1 a jeho hodnota se meˇní s teplotou prostrˇedí, u
pevných cˇástic záleží také na jejich velikosti. Neznámou reprezentující koncentraci zne-
cˇišt’ujících látek znacˇíme c a její hodnoty se obecneˇ meˇní v prostoru i cˇase a mu˚žeme je
vyjádrˇit v kg.m−3 4 , u znacˇí vstupní parametr rychlosti v m.s−1, která se také obecneˇ
meˇní v prostoru i cˇase. R udává zdroje emisí v kg.s−1. I zdrojová funkce závisí na pro-
storových promeˇnných (R = 0 tam, kde není zdroj znecˇišteˇní) a mu˚že se v cˇase meˇnit.
Konvekcˇneˇ-difúzní rovnicí lze popsat i jiné procesy než šírˇení znecˇišteˇní (naprˇ. transport
tepla v pohybující se kapalineˇ). Jak již název napovídá, tato rovnice popisuje procesy
beˇhem kterých probíhají 2 fyzikálneˇ i matematicky odlišné deˇje - konvekce a difúze.
Konvekce
Konvekce je v našem prˇípadeˇ proces, kdy tekutina svým pohybem unáší cˇástice zne-
cˇišt’ujících látek. Hmotné látky lze konvekcí prˇenášet pouze v tekutinách na rozdíl od
tepla, které lze konvekcí šírˇit i tuhými teˇlesy. Samotnou konvekci popisuje hyperbolická
PDR 1. rˇádu:
∂c
∂t
+∇ · (uc) = 0, (4.2)
4V praxi se však veˇtšinou používají µg.m−3.
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Obrázek 4.1: Ilustrace difúze
kde c je obecneˇ unášená skalární (stavová) velicˇina (v našem prˇípadeˇ koncentrace znecˇiš-
teˇní5), t znacˇí cˇas a u vyjadrˇuje rychlost. V prˇípadeˇ nestlacˇitelného proudeˇní (vektorové
pole rychlostí splnˇuje podmínku nulové divergence∇·u = 0 6 mu˚žeme rovnici (4.2) psát
ve tvaru :
∂c
∂t
+ u · ∇c = 0, (4.3)
kde velicˇiny jsou totožné jako v prˇedchozí rovnici. Z termodynamického pohledu chá-
peme konvekci jako vratný proces, takže má fyzikální smysl i když obrátíme smeˇr toku
cˇasu.
Difúze
Difúzí (viz obrázek 4.1 ze stránek [30]) oznacˇujeme proces, kdy se cˇástice látky prˇe-
míst’ují z míst s veˇtší koncentrací do oblastí, kde je jejich koncentrace nižší (pohybují se ve
smeˇru gradientu koncentrace). Matematicky mu˚žeme difúzi vyjádrˇit parabolickou PDR
2. rˇádu:
∂c
∂t
−∇ · (D∇c) = 0, (4.4)
kde velicˇiny jsou totožné jako v prˇípadeˇ konvekcˇneˇ-difúzní rovnice (4.1) - tedy c kon-
centrace znecˇišt’ující látky, t cˇas a D difúzní koeficient. Na rozdíl od konvekce není difúze
vratný proces. Pokud bychom se chteˇli vrátit v cˇase, nejsme pro difúzi schopni formulo-
vat korektneˇ definovanou úlohu.
S difúzí souvisí difúzní koeficient D, který urcˇuje míru s jakou dané látky (polutanty)
v jednotlivých tekutinách difundují. V prˇípadeˇ, že je tento koeficient konstantní uvnitrˇ
5obecneˇ to je vždy „neˇco“ vztažené k jednotkovému objemu - hustota energie, hustota hybnosti, meˇrné
teplo apod.
6∇ · (uc) = (∇ · u)c+ u · ∇c = 0 + u · ∇c
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znecˇišt’ující látka difúzní koeficient

m2.s−1

teplota [K]
pevné cˇástice (PM10) 3.10−12 300
oxid sirˇicˇitý (SO2) 13.10−6 300
oxid dusnatý (NO) 18.10−6 300
oxid uhelnatý (CO) 20.10−6 300
oxid uhlicˇitý (CO2) 16.10−6 300
amoniak (NH3) 28.10−6 300
benzen (C6H6) 8.10−6 300
Tabulka 4.1: Prˇehled difúzních koeficientu˚ neˇkterých polutantu˚ ve vzduchu
celé výpocˇetní oblasti, mu˚žeme difúzní rovnici (4.4) prˇepsat do následujícího tvaru:
∂c
∂t
−D∇ · ∇c = ∂c
∂t
−D∆c = 0. (4.5)
Prˇehled konkrétních hodnot difúzních koeficientu˚ pro neˇkteré významné látky ve
vzduchu je uveden v tabulce 4.1. Hodnoty jsem získal z webových stránek [32] a [31].
Hodnotu difúzního koeficientu pro cˇástice PM10 jsem vypocˇetl podle vztahu z cˇlánku
[33]. Mnoho dalších hodnot difúzních koeficientu˚ chemických látek šírˇících se nejen vzdu-
chem je možno najít také v prezentaci [25] a cˇlánku [26].
Uvažujeme-li šírˇení chemické látky s konstantním difúzním koeficientem D nestla-
cˇitelnou tekutinou, mu˚žeme rovnici (4.1) na základeˇ úprav popsaných výše prˇepsat do
tvaru:
∂c
∂t
+ u · ∇c = D∆c+R, (4.6)
jednotlivé velicˇiny jsou popsány výše.
Pokud rovnici (4.6) rozepíšeme ve 3D po složkách, tak vypadá následovneˇ:
∂c
∂t
+

u
∂c
∂x
+ v
∂c
∂y
+ w
∂c
∂z

= D

∂2c
∂x2
+
∂2c
∂y2
+
∂2c
∂z2

+R. (4.7)
Z tohoto tvaru budeme dále vycházet prˇi konstrukci numerického rˇešení.
Poznámka 4.1 Proudeˇní tekutiny je vyjádrˇeno vektorovým polem rychlostí, kdežto roz-
ložení unášených cˇástic polutantu˚ v prostoru je popsáno skalárním polem. Pro modelo-
vání šírˇení znecˇišteˇní je tedy nejprve nutné získat vektorové pole rychlostí tak, že vyrˇe-
šíme úlohy proudeˇní (kapitola 3). Tím získáme zminˇované pole rychlostí, které následneˇ
použijeme jako vstupní údaj pro modelování šírˇení znecˇišteˇní. Vektorové pole rychlostí
získáme pro naše potrˇeby rˇešením stacionární Stokesovy úlohy pro laminární proudeˇní.
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Obrázek 4.2: Oblast Ω
Toto vektorové pole ale mu˚žeme získat i vyrˇešením jiné nárocˇneˇjší úlohy (naprˇ. Navier-
Stokesovy) což už je ovšem nad rámec této práce. Dohromady se jedná o tzv. multify-
zikální úlohu, kdy se dohromady spojuje rˇešení více fyzikálních procesu˚ ru˚zné povahy.
V našem prˇípadeˇ se jedná o úlohu slabeˇ sdruženou. To znamená, že oba fyzikální pro-
cesy mohou být v tomto prˇípadeˇ vždy rˇešeny nezávisle. Bližší informace o sdružených
úlohách lze nalézt naprˇ. v habilitacˇní práci [20].
Okrajové a pocˇátecˇní podmínky
Na záveˇr kapitoly ješteˇ uvedeme okrajové a pocˇátecˇní podmínky, které budu dále po-
užívat. Podobneˇ jako v prˇípadeˇ modelování proudeˇní zavedeme pomocnou uzavrˇenou
oblast Ω (viz obrázek 4.2). Pro hranice oblasti platí
∂Ω = ΓD ∪ ΓN
ΓD ∩ ΓN = ∅.
Uvažujeme opeˇt prostorový vektor x = (x, y) a dále neznámou koncentrace c(x, t). Pocˇátecˇní
podmínku v cˇase t = 0 budu zadávat typicky jako nulovou koncentraci znecˇišteˇní
c(x, 0) = c0(t) = 0,x ∈ Ω
uvnitrˇ celé modelované oblasti a mu˚žeme ji chápat jako stav prˇed pocˇátkem šírˇení zne-
cˇišteˇní (prˇípadneˇ stav prˇed havárií apod.). Na hranici budu zadávat podobneˇ jako u mo-
delování proudeˇní:
• Dirichletovu okrajovou podmínku
c(x, t) = cD(t),x ∈ ΓD,
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která fyzikálneˇ znamená, že se na prˇíslušné hranici udržuje konstantní koncentrace
znecˇišteˇní (teplota - tzv. dokonalé chlazení/zahrˇívání).
• Neumannovu okrajovou podmínku, která vyjadrˇuje funkci normálového toku na
hranici
∂c(x, t)
∂n
= cN (t),x ∈ ΓN ,
což trˇeba v prˇípadeˇ nulového tepelného toku fyzikálneˇ znamená izolovanou hra-
nici, prˇes kterou neprochází teplo.
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5 Numerické rˇešení
Problém modelování šírˇení znecˇišteˇní ovzduší je typická multifyzikální úloha zahr-
nující modelování proudeˇní a šírˇení kontaminantu. Tento typ úloh je známý svou složi-
tostí a prakticky neexistuje ve 3D analytické rˇešení, a proto v reálných prˇípadech není
možné použít jiné než numerické rˇešení. Nicméneˇ ani numerické rˇešení není snadné
nalézt, jelikož modelujeme šírˇení znecˇišteˇní nad rozsáhlými oblastmi, navíc pocˇet ne-
známých znacˇneˇ roste v závislosti na prˇesnosti, jíž chceme dosáhnout. Mezi dnes beˇžneˇ
využívané numerické metody k rˇešení takovýchto úloh patrˇí metoda konecˇných prvku˚,
metoda konecˇných objemu˚ a metoda konecˇných diferencí. Metoda konecˇných diferencí
je v porovnání s MKP a MKO jednodušší na implementaci, což byl vzhledem ke sku-
tecˇnosti, že podobneˇ nárocˇné úlohy rˇeším poprvé, hlavní du˚vod, procˇ jsem zvolil práveˇ
ji.
Tato kapitola popisuje postupy a metody, které jsem použil prˇi tvorbeˇ numerických
modelu˚. Na konci kapitoly je pak objasneˇn princip, jakým modely zpracovávají terén.
5.1 Diferencˇní metody
Diferencˇní metody jsou numerické metody pro rˇešení diferenciálních rovnic. Prˇi rˇe-
šení úlohy pomocí diferencˇních metod nejprve pokryjeme výpocˇetní oblast pravidelnou
sítí. Následneˇ hodnoty cˇlenu˚ diferenciálních rovnic vyjádrˇíme v uzlech této síteˇ pomocí
konecˇných diferencí, tím získáme rovnice diferencˇní. Tato podkapitola vychází z po-
znatku˚ popsaných ve skriptech o lineární algebrˇe s Matlabem [34] a ve skriptech o nu-
merických metodách pro rˇešení evolucˇních PDR [35].
5.1.1 Diskretizace
Prvním krokem k získání numerického rˇešení modelované úlohy je její diskretizace.
V prˇípadeˇ MKD diskretizace spocˇívá v pokrytí výpocˇetní oblasti Ω ⊂ R3 pravidelnou
sítí, na níž hledáme složky rˇešení. Podle dimenze úlohy mu˚žeme oblast rozdeˇlit naprˇ. na
úsecˇky (1D), cˇtverce cˇi obdélníky (2D) nebo na kvádry a krychle (3D). Zde spocˇívá první
zásadní rozdíl naprˇíklad oproti metodeˇ konecˇných prvku˚, kde máme mnohem širší pa-
letu elementu˚, kterými mu˚žeme výpocˇetní oblast pokrýt. Pokud nebude uvedeno jinak,
budeme dále prˇedpokládat pouze ekvidistantní sít’ (tzn. že vzdálenost mezi 2 libovolnými
sousedními uzly v kterémkoliv smeˇru je konstantní 7).
Meˇjme skalární funkci c(x, y, z) ∈ C3(Ω). Pomocí Taylorova polynomu odvodíme
parciální derivace podle prostorových promeˇnných. Hodnota funkce c v bodeˇ (x+h, y, z)
7∆x = xi+1 − xi = h
∆y = yj+1 − yj = h
∆z = zk+1 − zk = h
h = konst.
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Obrázek 5.1: Ilustrace krychle pokryté pravidelnou ekvidistantní sítí
je
c(x+ h, y, z) = c(x, y, z) +
∂c(x, y, z)
∂x
h
1!
+
∂2c(x, y, z)
∂x2
h2
2!
+O(h3), (5.1)
a v bodeˇ (x− h, y, z)
c(x− h, y, z) = c(x, y, z)− ∂c(x, y, z)
∂x
h
1!
+
∂2c(x, y, z)
∂x2
h2
2!
+O(h3), (5.2)
kde O(h3) prˇedstavuje cˇleny obsahující derivace vyšších rˇádu˚.
Pokud z rovnice (5.1) vyjádrˇíme první parciální derivaci získáme následující vztah
pro tuto derivaci:
∂c(x, y, z)
∂x
=
c(x+ h, y, z)− c(x, y, z)
h
+O(h). (5.3)
Obdobneˇ mu˚žeme vyjádrˇit první parciální derivaci i z rovnice (5.2):
∂c(x, y, z)
∂x
=
c(x, y, z)− c(x− h, y, z)
h
+O(h). (5.4)
Další možností, jak z rovnic (5.1) a (5.2) mu˚žeme získat vztah pro první parciální derivace,
je provést jejich rozdíl a následneˇ opeˇt vyjádrˇit tuto derivaci:
∂c(x, y, z)
∂x
=
c(x+ h, y, z)− c(x− h, y, z)
2h
+O(h2). (5.5)
Nyní si prˇedstavme modelový prˇíklad krychle (obrázek 5.1), která je pokryta pra-
videlnou ekvidistantní sítí s krokem o velikosti h. Prˇesné hodnoty funkce c v uzlech
(xi, yj , zk) oznacˇíme ci,j,k = c(xi, yj , zk). Jejich aproximace znacˇíme Ci,j,k. Dále víme, že
sousední uzly jsou od sebe vzdálené o délku kroku h a jejich indexy se v prˇíslušném
smeˇru liší o jednicˇku (naprˇ. Ci,j,k je od Ci,j+1,kvzdálen o h ve smeˇru osy y). Pomocí to-
hoto znacˇení následneˇ vyjádrˇíme prˇibližné vztahy pro výpocˇet první derivace (5.3), (5.4)
a (5.5) v okolí bodu (xi, yj , zk), cˇímž obdržíme tzv.
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doprˇednou diferenci
∂c(xi, yj , zk)
∂x
≈ Ci+1,j,k − Ci,j,k
h
(5.6)
zpeˇtnou diferenci
∂c(xi, yj , zk)
∂x
≈ Ci,j,k − Ci−1,j,k
h
(5.7)
a centrální diferenci
∂c(xi, yj , zk)
∂x
≈ Ci+1,j,k − Ci−1,j,k
2h
. (5.8)
Dle odhadu˚ zbytku˚ Taylorova polynomu vidíme, že aproximacˇní chyby pro zpeˇtnou a
doprˇednou diferenci jsou rˇádoveˇ h, pro centrální diferenci dostáváme aproximacˇní chybu
velikosti rˇádoveˇ h2.
Pokud místo rozdílu rovnic (5.1) a (5.2) provedeme jejich soucˇet a zanedbáme cˇleny
obsahující vyšší derivace, získáme vztah pro druhou parciální derivaci
∂2c(x, y, z)
∂x2
=
c(x− h, y, z)− 2c(x, y, z) + c(x+ h, y, z)
h2
+O(h). (5.9)
Odtud pro okolí bodu (xi, yj , zk) dostaneme podobneˇ jako v prˇípadeˇ prvních derivací
centrální derivaci druhého rˇádu
∂2c(xi, yj , zk)
∂x2
≈ Ci−1,j,k − 2Ci,j,k + Ci+1,j,k
h2
, (5.10)
jejíž chyba je rˇádu O(h).
Všechny výše uvedené úvahy mu˚žeme pochopitelneˇ analogicky provést i pro parci-
ální derivace podle ostatních prostorových promeˇnných. Takže naprˇíklad druhou parci-
ální derivaci funkce c podle promeˇnné z vyjádrˇíme takto
∂2c(xi, yj , zk)
∂z2
≈ Ci,j,k−1 − 2Ci,j,k + Ci,j,k+1
h2
.
V prˇípadeˇ funkce, jejíž hodnota závisí na cˇase c(x, y, z, t), má smysl uvažovat i cˇaso-
vou parciální derivaci a vyjádrˇit ji pomocí konecˇných diferencí. Pro prˇehlednost znacˇíme
cˇasové hladiny v diskrétní podobeˇ horním indexem. Hodnotu funkce c v bodeˇ (xi, yj , zk)
a v cˇase tn znacˇíme cni,j,k = c(xi, yj , zk, tn), její aproximaci C
n
i,j,k. Doprˇednou cˇasovou di-
ferenci vyjádrˇíme jako
∂c(xi, yj , zk, tn)
∂t
≈ C
n+1
i,j,k − C ni,j,k
∆t
, (5.11)
zpeˇtná cˇasová derivace pak vypadá následovneˇ
∂c(xi, yj , zk, tn)
∂t
≈ C
n
i,j,k − C n−1i,j,k
∆t
, (5.12)
kde ∆t vyjadrˇuje délku cˇasového kroku (dobu mezi dveˇma sousedními cˇasovými oka-
mžiky).
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5.1.2 Diferencˇní metody pro rˇešení evolucˇních parabolických PDR
Rovnice difúze je PDR parabolického typu. Parabolické rovnice patrˇí mezi evolucˇní.
Evolucˇními rovnicemi rozumíme takové, které popisují nestacionární deˇje. S pomocí di-
fúzní rovnice v 1D si na dalších rˇádcích vysveˇtlíme základní principy explicitních a impli-
citních diferencˇních metod pro rˇešení parabolických PDR. Uvažujme tedy úlohu
∂c
∂t
= D
∂2c
∂x2
, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, 1), D ∈ R+, (5.13)
kde D je difúzní koeficient, s pocˇátecˇní podmínkou
c(x, 0) = c0(x), x ∈ ⟨0, 1⟩ (5.14)
a okrajovými podmínkami
c(0, t) = g0(t), c(1, t) = g1(t), t ∈ (0, T ). (5.15)
Interval (0, 1) prostorové promeˇnné x rozdeˇlíme na I úseku˚ o délce h, dostaneme tak
I + 1 uzlu˚ s indexy i = 0, ..., I . Analogicky rozdeˇlíme cˇasový interval (0, T ) na N + 1 cˇa-
sových vrstev s indexy n = 0, ..., N . Uvažujeme opeˇt uzlové hodnoty C ni tentokrát v 1D.
Rovnici (5.13) prˇevedeme na diferencˇní tak, že cˇasovou derivaci nahradíme doprˇednou
cˇasovou diferencí (5.11) a druhou prostorovou derivaci nahradíme centrální diferencí
druhého rˇádu (5.10). Získáme následující rovnost
C n+1i − C ni
∆t
= D
C ni+1 − 2C ni + C ni−1
h2
, (5.16)
kde i = 1, ..., I − 1. Z výše uvedené rovnice (5.16) je možno snadno získat explicitní vztah
pro hodnotu na nové cˇasové vrstveˇ tn+1:
C n+1i =
D∆t
h2
C ni−1 +

1− 2D∆t
h2

C ni +
D∆t
h2
C ni+1. (5.17)
Obecneˇ mu˚žeme diferencˇní formuli explicitních metod zapsat ve tvaru
C(n+1) = H

C(n)

, (5.18)
kde H je operátor prˇechodu z n-té cˇasové vrstvy na vrstvu n+ 1.
U numerických metod je vždy obecneˇ du˚ležitá otázka jejich stability. Explicitní me-
toda vyjádrˇená formulí (5.17) je stabilní, pokud délku cˇasového kroku omezíme vztahem
0 ≤ ∆t ≤ h
2
2D
. (5.19)
Lze ukázat, že podmínka (5.19) je postacˇující podmínkou stability i pro obecneˇjší úlohy.
Podrobneˇjší rozbor stability a dalších teoretických aspektu˚ uvádí [35].
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Poznámka 5.1 Uved’me si nyní jeden varovný prˇíklad, který ukazuje, že diskretizaci
nelze provést libovolneˇ. Uvažujme následující rovnost
C n+1i − C n−1i
∆t
= D
C ni+1 − 2Cni + C ni−1
h2
. (5.20)
Oproti (5.16) jsme pro aproximaci cˇasové derivace místo doprˇedné diference použili cen-
trální. Tím jsme dokonce zvýšili prˇesnost potenciálneˇ odvozené metody. Ta však bude
podle [35] na rozdíl od (5.17) nestabilní.
Implicitní metodu mu˚žeme sestavit podobným zpu˚sobem jako explicitní s tím rozdí-
lem, že druhou prostorovou derivaci budeme aproximovat na cˇasové vrstveˇ tn+1 místo
vrstvy tn. Opeˇt budeme uvažovat parabolickou PDR pro difúzi v 1D (5.13). Obdržíme
následující rovnost
C n+1i − C ni
∆t
= D
C n+1i+1 − 2Cn+1i + C n+1i−1
h2
. (5.21)
Odsud mu˚žeme opeˇt vyjádrˇit vztah pro výpocˇet na nové cˇasové vrstveˇ
−D∆t
h2
C n+1i−1 +

1 +
2D∆t
h2

C n+1j −
D∆t
h2
C n+1i+1 = C
n
i , (5.22)
pro i = 1, ..., I − 1, který je však, jak vidíme, implicitní. Navíc rovnic je o 2 méneˇ než
neznámých, takže potrˇebujeme prˇidat 2 okrajové podmínky
C n+10 = g0(tn+1), C
n+1
I = g1(tn+1). (5.23)
Poté mu˚žeme soustavu pro neznámé hodnoty C n+11 , ..., C
n+1
I−1 zapsat maticoveˇ jako
1 + 2r −r 0 · · · 0
−r 1 + 2r −r . . . ...
0
. . . . . . . . . 0
. . .
. . . −r 1 + 2r −r
0 · · · 0 −r 1 + 2r


C n+11
C n+12
...
C n+1I−2
C n+1I−12
 =

C n1
C n2
...
C nI−2
C nI−12
+

rg0(tn+1)
0
...
0
rg4(tn+1)
 ,
(5.24)
kde r = D∆t
h2
. Schématicky mu˚žeme prˇedpis (5.24) zapsat takto:
ACn+1 = Cn + Fn+1. (5.25)
Na každé cˇasové vrstveˇ tedy musíme rˇešit soustavu lineárních algebraických rovnic, což
je zajisté nárocˇneˇjší než prˇímý explicitní prˇedpis. Proto lze explicitní metody mnohem
jednodušeji algoritmizovat. Naproti tomu velká nevýhoda explicitních metod tkví v jejich
podmíneˇné stabiliteˇ (5.19), z cˇehož dále plyne omezení délky cˇasového kroku, což ve
výsledku velmi zpomaluje výpocˇet. Naproti tomu stabilita implicitních metod není nicˇím
podmíneˇna, takže tyto metody umožnˇují volit libovolneˇ dlouhé cˇasové kroky a ani na
velikost parametru r nejsou kladeny žádné požadavky.
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5.1.3 Diferencˇní metody pro rˇešení evolucˇních hyperbolických PDR
Jako modelová rovnice pro seznámení s dalšími diferencˇními metodami nám poslouží
lineární hyperbolická PDR pro modelování konvekce skalární velicˇiny v 1D. Uvažujme
tedy následující úlohu
∂c
∂t
+ u
∂c
∂x
= 0, t ∈ (0, T ), x ∈ R, u ∈ R (5.26)
s pocˇátecˇní podmínkou
c(x, 0) = c0(x), x ∈ R, (5.27)
kde c(x, t) ∈ C2(R) je skalární funkce, jejíž hodnoty hledáme a u je (pro jednoduchost
konstantní) hodnota rychlosti (známenko u urcˇuje smeˇr pohybu). Dále prˇedpokládáme,
že nosicˇ supp c0 = {x ∈ R : c0(x) ̸= 0} je omezený. Interval, na neˇmž hledáme rˇešení,
opeˇt rozdeˇlíme na stejneˇ dlouhé subintervaly. To samé provedeme s intervalem cˇasovým.
Níže si uvedeme prˇehled metod používaných k rˇešení hyperbolických evolucˇních PDR,
ze kterých budu dále vycházet prˇi tvorbeˇ vlastního modelu.
Základní postupy prˇi odvození metod pro hyperbolické rovnice jsou totožné jako u
rovnic parabolických, proto se jednotlivými metodami nebudeme zabývat do hloubky.
Jejich podrobneˇjší popis je opeˇt možno najít v [35]. První z numerických metod pro rˇešení
evolucˇních hyperbolických rovnic, se kterou se seznámíme, je Lax-Friedrichsova metoda.
Prostorovou derivaci nahrazuje centrální diferencí
∂c(xi, tn)
x
≈ 1
2h

C ni+1 − C ni−1

. (5.28)
Podobným zpu˚sobem aproximujeme i hodnotu neznámé funkce v bodeˇ xi a v cˇase tn
jako
c(xi, tn) ≈ 1
2

C ni−1 + C
n
i+1

. (5.29)
Aproximaci (5.29) následneˇ využijeme prˇi stanovení aproximace cˇasové derivace neznámé
funkce
∂c(xi, tn)
∂t
≈ 1
∆t
(c(xi, tn+1)− c(xi, tn)) ≈ 1
∆t

C n+1i −
1
2

C ni−1 + C
n
i+1

. (5.30)
Podobneˇ jako u metod pro parabolické PDR dosadíme vztahy pro aproximace jednotli-
vých parciálních derivací (5.28) (5.30) do rovnice pro konvekci (5.26) a dostaneme dis-
krétní vztah
1
∆t

C n+1i −
1
2

C ni−1 + C
n
i+1

+ u
1
2h

C ni+1 − C ni−1

= 0. (5.31)
Z neˇj jednoduchými úpravami získáme vztah pro hodnotu funkce na nové cˇasové vrstveˇ
C n+1i =
1
2

C ni−1 + C
n
i+1
− ∆t
2h
u

C ni+1 − C ni−1

. (5.32)
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Vztah (5.32) udává tvar Lax-Friedrichsovy metody pro lineární úlohu.
Dalšími diferencˇními metodami pro rˇešení hyperbolických evolucˇních PDR jsou na-
prˇíklad Lax-Wendroffova metoda, která používá pro aproximaci více cˇlenu˚ Taylorova roz-
voje a MacCormackova dvoukroková metoda, která prˇi prˇechodu z cˇasové vrstvy tn na
vrstvu tn+1 využívá ješteˇ pomocnou hodnotu mezi teˇmito vrstvami. Všechny výše uve-
dené metody lze využít pro soustavy lineárních i nelineárních PDR. Podrobneˇjší rozbor
stability a dalších teoretických aspektu˚ je opeˇt možno nalézt v [35].
5.2 Rˇešení Stokesovy rovnice
Stokesova rovnice (3.15) popisuje stacionární laminární proudeˇní. Jejím rˇešením je
vektorové pole rychlostí u a skalární pole tlaku˚ p uvnitrˇ výpocˇetní oblasti Ω. Tuto rov-
nici doplnˇujeme o podmínku nestlacˇitelnosti v podobeˇ rovnice kontinuity (3.7). Výsledná
soustava PDR má tvar  −µ∆u+∇p = f
divu = 0.
(5.33)
na oblasti Ω ⊂ R3, kde u ∈ C2(Ω) s okrajovými podmínkami
• u(x) = uI ,x ∈ ΓI
• ∂u(x)∂n ∈ ΓO
• p(x) = 0 ∈ ΓO
• u(x) = 0,x ∈ ΓW ,
kde ΓI ,ΓO,ΓW jsou cˇásti hranice popsané v kapitole 3.4 a platí pro neˇ
ΓI ∪ ΓO ∪ ΓW = ∂Ω,
ΓI ∩ ΓO ∩ ΓW = ∅.
Pro rˇešení rovnic popisujících proudeˇní je obecneˇ du˚ležité provést stabilní diskretizaci
prˇíslušné úlohy. Stabilní diskretizací rozumíme takovou, pro kterou je i daný numerický
model potažmo metoda stabilní tzn. že malé zmeˇny ve vstupních datech se moc neprojeví
na výstupu modelu. Proto se používá tzv. rozložená sít’ (anglicky multigrid nebo také
staggered grid) kde jsou neznámé jednotlivých složek rychlostí a tlaku˚ umísteˇny v ru˚zných
uzlech síteˇ. Zjednodušeneˇ rˇecˇeno je potrˇeba mít více uzlu˚ s neznámou rychlostí než uzlu˚,
ve kterých je neznámá pro tlak.
Pro vytvorˇení numerického modelu jsem si vybral stabilní diskretizaci popsanou Che-
nem v [37]. Zde navržený postup rˇeší diskretizaci Stokesových rovnic pouze ve 2D. Jeho
základní principy jsem rozšírˇil a následneˇ implementoval do 3D.
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Obrázek 5.2: Bunˇka diskretizacˇní síteˇ pro rˇešení Stokesovy rovnice
5.2.1 Diskretizace
Uvažujme tedy soustavu lineárních PDR 5.33 vcˇetneˇ okrajových podmínek. Tuto sou-
stavu diskretizujeme tak, že výpocˇetní oblast pokryjeme bunˇkami ve tvaru krychle zná-
zorneˇné na obrázku 5.2. 8 Steˇny bunˇky si pro názornost oznacˇíme písmeny.9 Uprostrˇed
každé steˇny je vždy umísteˇná prˇíslušná normálová složka rychlosti k dané steˇneˇ. Tzn.
x-ová složka u na steˇnách E a W, y-ová složka v na steˇnách S a N, z-ová složka w pak
uprostrˇed steˇn T a B. Uprostrˇed celé bunˇky je pak lokalizována neznámá pro tlak uvnitrˇ
dané bunˇky. Neznámé indexujeme ve smeˇru jednotlivých os, jak je naznacˇeno na ob-
rázku 5.2.Pokud uvažujeme bunˇku i, j, k, tak uprostrˇed steˇny W je umísteˇna neznámá
ui,j,k, na steˇneˇ E leží ui+1,j,k. Obdobneˇ na steˇnách S a N leží rychlosti vi,j,k a vi,j+1,k a na
steˇnách B, N jsou analogicky umísteˇny z-ové složky wi,j,k a wi,j,k+1. Uprostrˇed bunˇky je
pak situována tlaková neznámá pi,j,k.
Pro ilustraci rˇešení prˇedpokládejme proudeˇní popsané Stokesovými rovnicemi na ob-
lasti ve tvaru kvádru, kterou pokryjeme M ×N × P bunˇkami. Konstanty M,N,P urcˇují
pocˇty buneˇk ve smeˇrech os x, y, z. Du˚ležité je si uveˇdomit, že pocˇty neznámých se z du˚-
vodu˚ ru˚zného umísteˇní budou pro jednotlivé složky lišit. Tlakových neznámých bude
pro také M ×N × P , jelikož každá bunˇka výpocˇetní síteˇ obsahuje práveˇ jednu tlakovou
neznámou.
Prˇedstavu o pocˇtu neznámých pro složky rychlosti u, v, w si snáze udeˇláme s pomocí
obrázku 5.3, na kterém jsou znázorneˇny rˇezy síteˇ rovinami, které jsou urcˇené sourˇadni-
8Pocˇet buneˇk v smeˇrech jednotlivých os mu˚že být ru˚zný, tzn. že dohromady mohou tvorˇit kvádr.
9Z anglického east, west, north, south, top, bottom.
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Obrázek 5.3: Rˇezy výpocˇetní síteˇ rovinami urcˇenými pomocí sourˇadnicových os
covými osami. Rozmeˇry síteˇ jsou [M,N,P ] = [5, 4, 3]. Z obrázku 5.3 vidíme, že jednotlivé
složky rychlosti mají ve „svém“ smeˇru vždy o jednu neznámou více, než je pocˇet buneˇk
v daném smeˇru, v ostatních smeˇrech jsou pak pocˇty neznámých totožné s pocˇtem buneˇk.
Konkrétneˇ naprˇ. x-ová složka rychlosti u má ve smeˇru osy x M + 1 neznámých ve smeˇ-
rech y a z pak N a P neznámých, celkem tedy (M + 1)×N × P neznámých, což je více,
než kolik máme buneˇk potažmo rovnic pro složku u.
Bunˇky potažmo neznámé indexujeme od 1 do M,N,P .10 Bunˇka s indexem [1, 1, 1]
leží v rohu, kde se setkávají steˇny W, B, S. Z du˚vodu˚ pozdeˇjší aplikace terénu indexujeme
výpocˇetní sít’ nejprve ve smeˇru osy z, pak ve smeˇru osy x a nakonec ve smeˇru osy y.
Pokud uvažujeme Dirichletovy okrajové podmínky pro úlohu (5.33), získáme následující
vektory neznámých
uT =
(u2,1,1, u2,1,2, . . . , u2,1,P ), (u3,1,1, u3,1,2, . . . , u3,1,P ), . . . , (uM+1,1,1, . . . , uM+1,1,P ),
(u2,2,1, u2,2,2, . . . , u2,2,P ), (u3,2,1, u3,2,2, . . . , u3,2,P ), . . . , (uM+1,2,1, . . . , uM+1,2,P ),
. . .
(u2,N,1, u2,N,2, . . . , u2,N,P ), (u3,N,1, . . . , u3,N,P ), . . . , (uM+1,N,1, . . . , uM+1,N,P )
(5.34)
o rozmeˇrech (1,M ·N · P ),
vT =
(v1,2,1, v1,2,2, . . . , v1,2,P ), (v2,2,1, v2,2,2, . . . , v2,2,P ), . . . , (vM,2,1, vM,2,2, . . . , vM,2,P ),
(v1,3,1, v1,3,2, . . . , v1,3,P ), (v2,3,1, v2,3,2, . . . , v2,3,P ), . . . , (vM,3,1, vM,3,2, . . . , vM,3,P ),
. . .
(v1,N,1, v1,N,2, . . . , v1,N,P ), (v2,N,1, v2,N,2, . . . , v2,N,P ), . . . , (vM,N,1, vM,N,2, . . . , vM,N,P )
(5.35)
10i ∈ {1, 2, . . . ,M}; j ∈ {1, 2, . . . , N}; k ∈ {1, 2, . . . , P}
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o rozmeˇrech (1,M · (N − 1) · P ),
wT =
(w1,1,2, w1,1,3, . . . , w1,1,P ), (w2,1,2, w2,1,3, . . . , w2,1,P ), . . . , (wM,1,2, wM,1,3, . . . , wM,1,P ),
(w1,2,2, w1,2,3, . . . , w1,2,P ), (w2,2,2, w2,2,3, . . . , w2,2,P ), . . . , (wM,2,2, wM,2,3, . . . , wM,2,P ),
. . .
(w1,N,2, w1,N,3, . . . , w1,N,P ), (w2,N,2, w2,N,3, . . . , w2,N,P ), . . . , (wM,N,2, . . . , wM,N,P )
(5.36)
o rozmeˇrech (1,M ·N · (P − 1)) a
pT =
(p1,1,1, p1,1,2, . . . , p1,1,P ), (p2,1,1, p2,1,2, . . . , p2,1,P ), . . . , (pM,1,1, pM,1,2, . . . , pM,1,P ),
(p1,2,1, p1,2,2, . . . , p1,2,P ), (p2,2,1, p2,2,2, . . . , p2,2,P ), . . . , (pM,2,1, pM,2,2, . . . , pM,2,P ),
. . .
(p1,N,1, p1,N,2, . . . , p1,N,P ), (p2,N,1, p2,N,2, . . . , p2,N,P ), . . . , (pM,N,1, pM,N,2, . . . , pM,N,P )
(5.37)
o rozmeˇrech (1,M ·N · P ).
5.2.2 Sestavení numerického modelu
Uvažujme dále diskrétní aproximaci okrajové úlohy (5.33) popsanou soustavou rov-
nic (5.38) - (5.41) uvnitrˇ oblasti Ω tvaru kvádru o rozmeˇrech [M.h,N.h, P.h]. Steˇna x = 0
odpovídá hranici ΓI , steˇna x = M.h odpovídá hranici ΓO. Ostatní steˇny odpovídají hra-
nici ΓW . Tuto oblast pokryjeme krychlovými bunˇkami o délce hrany h z obrázku 5.2. Po-
užitím centrálních diferencí pro všechny rychlosti ui,j,k, vi,j,k, wi,j,k a zpeˇtných diferencí
pro všechny tlaky pi,j,k získáme následující diskrétní rovnice:
−µ

ui−1,j,k + ui,j−1,k + ui,j,k−1 − 6ui,j,k + ui+1,j,k + ui,j+1,k + ui,j,k+1
h2

+
+
pi,j,k − pi−1,j,k
h
= f1i,j,k
(5.38)
−µ

vi−1,j,k + vi,j−1,k + vi,j,k−1 − 6vi,j,k + vi+1,j,k + vi,j+1,k + vi,j,k+1
h2

+
+
pi,j,k − pi,j−1,k
h
= f2i,j,k
(5.39)
−µ

wi−1,j,k + wi,j−1,k + wi,j,k−1 − 6wi,j,k + wi+1,j,k + wi,j+1,k + wi,j,k+1
h2

+
+
pi,j,k − pi,j,k−1
h
= f3i,j,k.
(5.40)
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Obrázek 5.4: Schémata využitá pro aproximaci Stokesových rovnic pomocí konecˇných
diferencí
Schémata pro tvorbu jednotlivých rovnic jsou znázorneˇna na obrázku 5.4. Rovnici konti-
nuity diskretizujeme pomocí doprˇedných diferencí takto
ui+1,j,k − ui,j,k
h
+
vi,j+1,k − vi,j,k
h
+
wi,j,k+1 − wi,j,k
h
= 0. (5.41)
Úlohu mu˚žeme maticoveˇ zapsat následovneˇ
Au = 0 +Q, (5.42)
kde Q je vektor okrajových podmínek (5.70) blíže popsaný na konci této kapitoly. Rˇádky
bloku˚ matice A odpovídají jednotlivým rovnicím soustavy (5.38) - (5.41), vektor u je tvo-
rˇen vektory popsanými v podkapitole 5.2.1
A =

T1 O O B1
O T2 O B2
O O T3 B3
B˜1 B˜2 B˜3 O
 ; u =

u
v
w
p
 . (5.43)
Prˇed tím, než podrobneˇ popíšeme jednotlivé bloky matice A, je nutné ukázat, jak se
v našem schématu aplikují okrajové podmínky, jelikož na rozdíl naprˇ. od MKP, u MKD
ovlivnˇují okrajové podmínky i samotnou matici soustavy. Obrázek 5.5 z prezentace [36]
znázornˇuje uzly prˇímo ovlivneˇné okrajovými podmínkami, jsou to uzly ležící v rozích
a na hranách nebo steˇnách výpocˇetní oblasti. Vidíme, že na rohové uzly se aplikují 3
okrajové podmínky, na hranové uzly se aplikují 2 okrajové podmínky a pro uzly ležící na
steˇnách pocˇítáme s 1 okrajovou podmínku.
Pro snadneˇjší popis okrajových podmínek oznacˇíme jednotlivé steˇny oblasti stejným
zpu˚sobem jako steˇny bunˇky na obrázku 5.2. Na hranici ΓW prˇedepíšeme okrajovou pod-
mínku pevné nepohybující se steˇny. Na hranici ΓI prˇedepíšeme Dirichletovu okrajovou
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Obrázek 5.5: Ilustrace uzlu˚ síteˇ prˇímo ovlivneˇných okrajovými podmínkami
podmínku pro rychlosti ve smeˇru osy x a pro ostatní rychlosti pak prˇedepíšeme homo-
genní Dirichletovu okrajovou podmínku. Na hranici ΓO pak uvažujeme homogenní Ne-
umannovu okrajovou podmínku pro složku u a homogenní Dirichletovu podmínku pro
složky v, w i pro tlak. Funkci f prˇedpokládáme také nulovou.
Nyní si ukážeme zpu˚sob, jakým tyto okrajové podmínky aplikujeme. V prˇípadeˇ, že
hodnota neˇkteré neznámé leží prˇímo na hranici výpocˇetní oblasti, prˇedepíšeme prˇímo
okrajovou podmínku pro daný uzel. Konkrétneˇ prˇedpis pro Dirichletovu okrajovou pod-
mínku na hranici ΓI vypadá následovneˇ
u1,j,k = uW ; j = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , P. (5.44)
Tuto hodnotu pak prˇicˇteme k pravé straneˇ soustavy (5.42) jako soucˇást vektoru Q (5.70).
Jako druhý prˇíklad aplikace okrajové podmínky ležící prˇímo na hranici ukážu homo-
genní Neumannovu podmínku pro neznámou u na outletu, s níž je spojena i homogenní
Dirichletova podmínka pro tlak. Uvažujeme celou steˇnu ΓO, takže pro indexy j, k platí
j = 1, . . . , N a k = 1, . . . , P . Schéma pro výpocˇet vidíme na obrázku 5.6. Pro okrajové
podmínky platí:
pM,j,k + pM+1,j,k
2
= 0,
uM+2,j,k − uM,j,k
2h
= 0, (5.45)
odkud po úpravách dostaneme vztahy
pM,j,k = −pM+1,j,k, uM+2,j,k = uM,j,k, (5.46)
které dosadíme do rovnice (5.47) pro uM+1,j,k
−µ

uM,j,k + uM+1,j−1,k + uM+1,j,k−1 − 6uM+1,j,k + uM+1,j+1,k + uM+1,j,k+1 + uM+2,j,k
h2

+
+
pM+1,j,k − pM,j,k
h
= 0.
(5.47)
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Obrázek 5.6: Aplikace okrajové podmínky na outletu
34
Ghost 
value
Obrázek 5.7: Aplikace okrajové podmínky pro neznámou u na spodní steˇneˇ
a získáme následující rovnici
−µ

2uM,j,k + uM+1,j−1,k + uM+1,j,k−1 − 6uM+1,j,k + uM+1,j+1,k + uM+1,j,k+1
h2

+
+
−2pM,j,k
h
= 0.
(5.48)
Stojí za povšimnutí, že pro homogenní Dirichletovu okrajovou podmínku pro tlak jsme
použili trochu jiný koncept než v prˇedchozím prˇíkladeˇ pro rychlost u, jelikož její hodnota
neleží prˇímo na hranici.
Pokud hodnotu prˇíslušné neznámé na hranici nemáme, zavedeme tzv. „ghost va-
lue“ pro prˇíslušnou neznámou v místeˇ, kde by se beˇžneˇ nacházela, pokud by tam ne-
byla hranice. Pro lepší pochopení si použití ghost value ukážeme na prˇíkladu. Meˇjme
situaci, kdy pocˇítáme hodnotu neznámé u blízko spodní steˇny oblasti (viz obrázek 5.7).
Ghost value si v tomto prˇípadeˇ oznacˇíme ui,j,0. Pro hodnotu Dirichletovy okrajové pod-
mínky na spodní steˇneˇ gD(x, y, 0) pak platí
ui,j,1+ui,j,0
2 = gD(x, y, 0). V našem prˇípadeˇ
gD(x, y, 0) = 0, takže po úpraveˇ získáme rovnost ui,j,1 = −ui,j,0. Tu dále využijeme v
rovnici (5.49) pro uzel ui,j,1:
−µ

ui−1,j,1 + ui,j−1,1 + ui,j,0 − 6ui,j,1 + ui+1,j,1 + ui,j+1,1 + ui,j,2
h2

+
+
pi,j,1 − pi−1,j,1
h
= 0,
(5.49)
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která se po aplikování okrajové podmínky zmeˇní na
−µ

ui−1,j,1 + ui,j−1,1 − 7ui,j,1 + ui+1,j,1 + ui,j+1,1 + ui,j,2
h2

+
+
pi,j,1 − pi−1,j,1
h
= 0.
(5.50)
Dále si ukážeme, jak vypadají jednotlivé bloky matice A. Pro prˇehledneˇjší zápis první
3 „rˇádky“ bloku˚ matice A ze zápisu (5.43) prˇenásobíme výrazem h
2
µ . Cˇtvercová matice
T1 reprezentuje diskretizovaný Laplaceu˚v operátor promeˇnné u z rovnice (5.38) vcˇetneˇ
aplikovaných okrajových podmínek a vypadá takto
T1 =
M×N×P  
D1T1 −IM×P
−IM×P D2T1
. . .
. . . . . . . . .
. . . D2T1 −IM×P
−IM×P D1T1

. (5.51)
Pro snadneˇjší znázorneˇní bloku T1 zavádíme další podbloky
D2T1 =
M×P  
D767 −IP
−IP . . . . . .
. . . . . . −IP
−2IP D767
, D1T1 = D2T1 + IM×P , (5.52)
D767 =
P  
7 −1 0 . . . 0
−1 6 −1 . . . ...
0
. . . . . . . . . 0
...
. . . −1 6 −1
0 . . . 0 −1 7

. (5.53)
Pro jednoduchost uvažujme notaci, že Ix reprezentuje cˇtvercovou jednotkovou matici o
rozmeˇrech x, tedy naprˇíklad IP×M je cˇtvercová jednotková matice o rozmeˇrech P ×M .
Podobneˇ budeme postupovat i v prˇípadeˇ bloku T2, kde využijeme stejnou matici D767
(viz (5.53)) jako pro blok T1. Navíc zavedeme matici D878 = D767+IP . Bloková cˇtvercová
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matice T2 vypadá takto
T2 =
M×(N−1)×P  
D1T2 −IM×P
−IM×P . . . . . .
. . . . . . −IM×P
−IM×P D1T2
 . (5.54)
a reprezentuje diskretizovaný Laplaceu˚v operátor promeˇnné v z rovnice (5.39) vcˇetneˇ
aplikovaných okrajových podmínek. Jak vidíme diagonála se skládá z bloku˚
D1T2 =
M×P  
D878 −IP
−IP D767 . . .
. . . . . . . . .
. . . D767 −IP
−IP D878

. (5.55)
Matice T3 reprezentuje diskretizovaný Laplaceu˚v operátor promeˇnné w z rovnice
(5.40) vcˇetneˇ aplikovaných okrajových podmínek a vypadá takto
T3 =
M×N×(P−1)  
D1T3 −IM×(P−1)
−IM×(P−1) D2T3
. . .
. . . . . . . . .
. . . D2T3 −IM×(P−1)
−IM×(P−1) D1T3

. (5.56)
Prˇi konstrukci podbloku˚ matice T3 postupujeme analogicky jako v prˇípadeˇ matic T1
a T2.
D2T3 =
M×(P−1)  
D7 −IP−1
−IP−1 D6 . . .
. . . . . . . . .
. . . D6 −IP−1
−IP−1 D7

, D1T3 = D2T3 + IM×(P−1). (5.57)
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D6 =
P−1  
6 −1
−1 . . . . . .
. . . . . . −1
−1 6
, D7 = D6 + IP−1. (5.58)
Dále se zameˇrˇíme na bloky B1, B2, B3 matice A reprezentující tlakové neznámé. Ma-
tice B1
B1 =
h
µ
M×N×P   DB1 . . .
DB1
 . (5.59)
se skládá z bloku˚
DB1 =
M×P  
−IP IP
. . . . . .
−IP IP
−2IP
 (5.60)
V posledním bloku na diagonále matice DB1 se projeví aplikace homogenní Dirichletovy
okrajové podmínky pro tlak na outletu.
MaticeB2 je obdélníková o rozmeˇrech [M×(N−1)×P,M×N×P ], jelikož reprezentuje
tlakové neznámé, kterých je M × N × P , v rovnicích „pro“ y-ové složky rychlosti v,
kterých je [M × (N − 1)× P ]
B2 =
h
µ
M×N×P   −IM×P IM×P. . . . . .
−IM×P IM×P
 . (5.61)
Matice B3
B3 =
h
µ
M×N×P   DB3 . . .
DB3
 . (5.62)
se skládá z M×N obdélníkových bloku˚ DB3 o rozmeˇrech [P−1, P ] umísteˇných na hlavní
diagonále. Bloky DB3 jsou obdélníkové ze stejného du˚vodu jako u matice B2, tedy proto,
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že v z-ovém smeˇru máme vždy P − 1 neznámých (i rovnic pro) z-ovou složku rychlosti
w, ale tlakových neznámých je v tomto smeˇru P .
DB3 =
P   −1 1. . . . . .
−1 1
 (5.63)
Poslední 3 bloky B˜1, B˜2, B˜3 matice A reprezentují rovnici kontinuity (5.41) pro prˇe-
hlednost vynásobenou konstantou h.
B˜1 =
M×N×P   DB˜1 . . .
DB˜1
 . (5.64)
prˇedstavuje první cˇlen zmíneˇné rovnice kontinuity a skládá se z N bloku˚
DB˜1 =
M×P  
IP
−IP . . .
. . . . . .
−IP IP
 (5.65)
umísteˇných na diagonále.
Druhý cˇlen rovnice kontinuity (5.41) je reprezentován maticí B˜2, která má tvar ob-
délníku s rozmeˇry [M × N × P,M × (N − 1) × P ], protože neznámých promeˇnné v je
M × (N − 1)× P , ale buneˇk celkem M ×N × P .
B˜2 =
M×(N−1)×P  
IM×P
−IM×P . . .
. . . IM×P
−IM×P
 . (5.66)
Matice B˜3 reprezentující poslední cˇlen rovnice kontinuity (5.41)
B˜3 =
M×N×(P−1)   DB˜3 . . .
DB˜3
 . (5.67)
39
se skládá z M ×N obdélníkových matic DB˜3 o rozmeˇrech [P, P − 1], které vypadají takto
DB˜3 =
P−1  
1
−1 . . .
. . . 1
−1
 . (5.68)
Pro zkompletování soustavy (5.42) zbývá k pravé straneˇ prˇicˇíst na prˇíslušná místa
hodnoty rychlostí z hranice výpocˇetní oblasti, abychom do modelu aplikovali okrajové
podmínky. Kromeˇ promeˇnné u na inletu máme na všech hranicích pro složky rychlosti
u, v, w prˇedepsanou homogenní Dirichletovu okrajovou podmínku. Takže jediné hod-
noty, které budeme prˇicˇítat k pravé straneˇ budou u1,j,k, a to vždy k rovnicím pro výpocˇet
uzlu u2,j,k (což jsou neznámé hodnoty promeˇnné u které leží nejblíže inletu) a k rovnici
kontinuity. Za pomocí vektoru Q1 vytvorˇíme výsledný vektor Q, který prˇicˇteme k pravé
straneˇ soustavy rovnic (5.42). Nulový vektor o má rozmeˇry [M × (N − 1)×P +M ×N ×
(P − 1), 1].
QT1 =(u1,1,1, u1,1,2, . . . , u1,1,P ),
M×(P−1)  
0, . . . , 0 ,
(u1,2,1, u1,2,2, . . . , u1,2,P ),
M×(P−1)  
0, . . . , 0 ,
. . .
(u1,N,1, u1,N,2, . . . , u1,N,P ),
M×(P−1)  
0, . . . , 0 .
(5.69)
Q =
 Q1o
Q1
 . (5.70)
Nyní máme soustavu kompletní, jejím vyrˇešením získáme hodnoty neznámých rychlostí
u, v, w na steˇnách a tlaku˚ p uvnitrˇ všech buneˇk. Pro další výpocˇty zpru˚meˇrujeme v každé
bunˇce hodnoty rychlostí z proteˇjších steˇn, jelikož potrˇebujeme hodnotu rychlosti upro-
strˇed bunˇky nikoliv na jejich steˇnách.
5.3 Rˇešení konvekcˇneˇ-difúzní rovnice
Jak víme z kapitoly 4, konvekcˇneˇ-difúzní rovnice popisuje dva svým charakterem
pomeˇrneˇ odlišné fyzikální deˇje. Následující kapitola popisuje, jak tuto rovnici numericky
vyrˇešit. Uvažujme tedy okrajovou úlohu popsanou rovnicí
∂c
∂t
+ u · ∇c = D∆c+R, (5.71)
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za prˇedpokladu konstantního difúzního koeficientu D a nestlacˇitelné tekutiny, kde jed-
notlivé cˇleny jsou popsány v kapitole 4. Úlohu rˇešíme na stejné oblasti Ω ⊂ R3 jako v
prˇípadeˇ numerického modelu pro t ∈ ⟨0, T ⟩ a c ∈ C2(Ω) s homogenními Dirichletovými
okrajovými podmínkami na celé hranici ∂Ω
• c(x, t) = 0,x ∈ ∂Ω, t ∈ ⟨0, T ⟩
a nulovou pocˇátecˇní podmínkou uvnitrˇ celé oblasti Ω.
• c(x, 0) = 0,x ∈ Ω.
5.3.1 Diskretizace
Uvažujme rovnici (4.7). Výpocˇetní sít’ využíváme totožnou jako v kapitole 5.2 s tím,
že neznámé hodnoty koncentrací znecˇišteˇní umístíme doprostrˇed buneˇk stejneˇ jako tla-
kové neznámé v prˇípadeˇ Stokesových rovnic. Vektor neznámých koncentrací indexujeme
stejneˇ jako vektor neznámých tlaku˚ pro Stokesovy rovnice
CT =
(C1,1,1, C1,1,2, . . . , C1,1,P ), (C2,1,1, C2,1,2, . . . , C2,1,P ), . . . , (CM,1,1, CM,1,2, . . . , CM,1,P ),
(C1,2,1, C1,2,2, . . . , C1,2,P ), (C2,2,1, C2,2,2, . . . , C2,2,P ), . . . , (CM,2,1, CM,2,2, . . . , CM,2,P ),
. . .
(C1,N,1, C1,N,2, . . . , C1,N,P ), (C2,N,1, C2,N,2, . . . , C2,N,P ), . . . , (CM,N,1, . . . , CM,N,P ).
Cˇasovou derivaci diskretizujeme pomocí doprˇedné diference, prostorové derivace pak
pomocí centrálních diferencí. Dle [35] tato diskretizace splnˇuje podmínky stability. Zís-
káme následující tvar
C n+1i,j,k − C ni,j,k
∆t
+
+

ui,j,k
C ni+1,j,k − C ni−1,j,k
2h
+ vi,j,k
C ni,j+1,k − C ni,j−1,k
2h
+ wi,j,k
C ni,j,k+1 − C ni,j,k−1
2h

=
= D

C ni,j−1,k + C
n
i−1,j,k + C
n
i,j,k−1 − 6C ni,j,k + C ni,j,k+1 + C ni+1,j,k + C ni,j,k+1
h2

+Ri,j,k.
(5.72)
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5.3.2 Sestavení fyzikálneˇ-chemického modelu
Z rovnice (5.72) vyjádrˇíme hodnotu koncentrace na následující cˇasové vrstveˇ, cˇímž
získáme explicitní vztah pro výpocˇet této hodnoty
C n+1i,j,k =

1− 6∆tD
h2

C ni,j,k +∆tRi,j,k+
+
∆t
h

D
h
+
vi,j,k
2

C ni,j−1,k +

D
h
+
ui,j,k
2

C ni−1,j,k +

D
h
+
wi,j,k
2

C ni,j,k−1

+
+
∆t
h

D
h
− wi,j,k
2

C ni,j,k+1 +

D
h
− ui,j,k
2

C ni+1,j,k +

D
h
− vi,j,k
2

C ni,j+1,k

.
(5.73)
Hodnoty rychlostí u, v, w získané rˇešením Stokesovy rovnice nebo obecneˇji Navier-
Stokesovy rovnice jsou vstupní parametry konvekcˇneˇ-difúzní rovnice. Explicitní schéma
prˇepíšeme v maticové podobeˇ
Cn+1 = LCn +∆tR, (5.74)
kde vektoryCn+1 aCn obsahují hodnoty koncentrací ve všech bunˇkách výpocˇetní síteˇ na
prˇíslušných cˇasových vrstvách. Prˇedpokládáme homogenní Dirichletovy okrajové pod-
mínky pro koncentraci C
Cni,j,k = 0
na všech steˇnách. Dále uvažujeme nulovou pocˇátecˇní koncentraci uvnitrˇ výpocˇetní ob-
lasti
C0i,j,k = 0.
Matici L složíme z bloku˚ D1L a D2L.
L =
M×P×N  
D2L
D
h −
vi,j,k
2
D
h +
vi,j,k
2
. . . . . .
. . . . . . D
h −
vi,j,k
2
D
h +
vi,j,k
2 L

(5.75)
D2L =
M×P  
D1L
D
h −
ui,j,k
2
D
h +
ui,j,k
2
. . . . . .
. . . . . . D
h −
ui,j,k
2
D
h +
ui,j,k
2 D1L

(5.76)
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D1L =
P  
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2
h
∆t − 6Dh

(5.77)
5.4 Aplikace terénu
Na záveˇr této kapitoly popíši zpu˚sob, jakým mnou implementované modely zpraco-
vávají terén. Principiálneˇ se postup prˇi aplikaci terénu do obou modelu˚ neliší. V prˇípadeˇ
numerického modelu proudeˇní tekutin je však aplikace a následná implementace poneˇ-
kud nárocˇneˇjší než v prˇípadeˇ fyzikálneˇ-chemického modelu šírˇení znecˇišt’ující látky.
Oba modely jsem implementoval v jazyce MATLAB R⃝. Terén jsem získal ve formátu
TIFF, který se beˇžneˇ používá pro reprezentaci geografických dat. MATLAB R⃝ tento for-
mát nacˇte jako matici nadmorˇských výšek, což pro zmíneˇné modely plneˇ postacˇuje. Pro
potrˇeby model nejprve vytvorˇíme výpocˇetní sít’ kopírující prˇíslušný terén (tj. sít’ bude mít
na délku a na šírˇku stejný pocˇet buneˇk jako nacˇtená matice, pocˇet buneˇk na výšku zvo-
líme podle potrˇeby). Bunˇky, které budou ležet pod úrovní terénu z výpocˇetní síteˇ nejprve
vyjmeme a po provedení výpocˇtu je kvu˚li vykreslení výsledku˚ do síteˇ zpeˇt vrátíme.
Potrˇebujeme tedy zjistit, kolik buneˇk je potrˇeba v daných sloupcích výpocˇetní síteˇ vy-
jmout. To provedeme tak, že od matice s nadmorˇskými výškami odecˇteme nejnižší hod-
notu v této matici (tím obrazneˇ posuneme celý terén dolu˚ na hladinu z = 0). Dále vydeˇ-
líme po složkách takto upravenou matici délkou hrany krychlové bunˇky a zaokrouhlíme
dolu˚ na nejbližší celé cˇíslo. Tím získáme matici, jejíž prvky obsahují pocˇty buneˇk, které je
trˇeba na prˇíslušných sourˇadnicích vyjmout. Oznacˇme si ji V .
Fyzikálneˇ-chemický model šírˇení znecˇišteˇní
U fyzikálneˇ-chemického modelu, který rˇeší konvekcˇneˇ-difúzní rovnici, jak je uvedeno
v kapitole 5.3, projdeme postupneˇ celou matici V a odebereme rˇádky i sloupce z matice L
(5.75) odpovídající vyjmutým bunˇkám. Dále odebereme i prˇíslušné prvky vektoru nezná-
mých C. Tím, že jsou neznámé indexovány ve výpocˇetní síti „po sloupcích“, odebíráme
vždy souvislé úseky jak v matici L tak ve vektoru C, což mírneˇ usnadní prˇehlednost a
zrychlí celý postup. Jelikož máme na okrajích oblasti prˇedepsanou homogenní Dirichle-
tovu podmínku, tak nemusíme deˇlat žádné další úpravy a s takto upravenou maticí L
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a vektorem neznámých C provedeme výpocˇet. Následneˇ do vektoru C prˇidáme pro po-
trˇeby vykreslení výsledku˚ nuly na místa drˇíve odebraných prvku˚.
Numerický model proudeˇní
V prˇípadeˇ numerického modelu proudeˇní (který rˇeší Stokesovy rovnice viz kapitola
5.2) postupujeme podobneˇ. Rozdíl je v tom, že zde máme s každou bunˇkou svázané cˇtyrˇi
neznámé namísto jedné u fyzikálneˇ-chemického modelu. Navíc neznámé rychlostí u, v, w
jsou umísteˇny na steˇnách buneˇk, takže 1 neznámá vždy náleží 2 bunˇkám, a proto musíme
být obezrˇetní, abychom neˇkterou neznámou neodebrali 2× nebo prˇípadneˇ vu˚bec.
Procházíme tedy celou matici vyjmutých buneˇk V a postupneˇ odebíráme z matice
A, vektoru u (5.43) a vektoru pravé strany Q (5.70) odpovídající prvky potažmo rˇádky a
sloupce. Tlakové neznámé a s nimi související rˇádky a sloupce matice A a prvky vektoru
Q mu˚žeme odebrat stejným zpu˚sobem jako neznámé C u fyzikálneˇ-chemického modelu.
Vzhledem k tomu, že postupujeme výpocˇetní sítí „po sloupcích“, i odpovídající neznámé
w mu˚žeme z modelu odebrat stejným zpu˚sobem. Odebereme vždy neznámou umísteˇnou
na vrchní steˇneˇ T bunˇky (pro ilustraci viz obrázek 5.2). Navíc výpocˇetní sít’ vždy vytvá-
rˇíme tak, že terén nikdy nesahá až na vrchní steˇnu síteˇ, takže se nemu˚že stát, že bychom
takto odebrali špatný pocˇet neznámých w.
V prˇípadeˇ neznámých u a v je situace poneˇkud komplikovaneˇjší. Opeˇt budu vycházet
z bunˇky vyobrazené na obrázku 5.2. Prˇi odstranˇování neznámých v porovnáváme vždy
2 sousední prvky matice V na pozicích (i, j) a (i, j + 1). Podle toho, který je veˇtší, tolik
neznámých v odstraníme na prˇíslušné hranici mezi teˇmito 2 prvky. Analogicky postupu-
jeme v prˇípadeˇ neznámé u s tím rozdílem, že porovnáváme prvky matice V na pozicích
(i, j) a (i + 1, j). Po celou dobu je pochopitelneˇ nutné udržovat prˇehled o pocˇtech ode-
braných neznámých, abychom neodebírali špatné neznámé.
Po vyjmutí prˇíslušných prvku˚ (rˇádku˚,sloupcu˚) provedeme výpocˇet a pro potrˇeby vy-
kreslení rˇešení na místa vyjmutých neznámých rychlostí a tlaku˚ vložíme zpeˇt podobneˇ
jako v prˇípadeˇ fyzikálneˇ-chemického modelu nuly.
Oba výše uvedené algoritmy by se daly prˇepsat do zobecneˇného formálního sché-
matu:
• nacˇtu TIFF soubor do Matlabu, tím získám matici nadmorˇských výšek
• upravím matici nadmorˇských výšek, abych zjistil, kolik buneˇk, je trˇeba odebrat,
získám matici V
• sestavím model bez terénu a výpocˇetní sít’ vytvorˇím na míru k terénu
• z modelu vyjmu všechny neznámé, které kolidují s terénem
• upravím okrajové podmínky, aby odpovídaly modelu s terénem
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• provedu výpocˇet úlohy
• do výstupu na místa vyjmutých neznámých vrátím nulové hodnoty, abych mohl
provést vizualizaci
• vizualizuji výsledky
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6 Numerické experimenty
Následující kapitola ukazuje funkcˇnost obou modelu˚ popsaných v kapitole 5 na trˇech
konkrétních experimentech. První experiment spocˇívá ve výpocˇtu vektorového pole rych-
lostí na oblasti tvaru kvádru bez prˇekážky. V druhém experimentu je modelováno vek-
torové pole rychlostí uvnitrˇ stejné oblasti s prˇekážkou. Trˇetí experiment modeluje šírˇení
cˇástic PM10 z lokálního zdroje uvnitrˇ stejné oblasti, jako ve druhém experimentu.
6.1 Srovnání numerických modelu˚ proudeˇní tekutin
První experiment porovnává rychlostní profil vypocˇtený v Matlabu mnou implemen-
tovaným numerickým modelem s profilem vypocˇteným pomocí softwarového nástroje
Comsol Multiphysics R⃝, který provádí výpocˇty na základeˇ MKP. Uvažujeme proudeˇní
ve smeˇru osy x uvnitrˇ oblasti Ω tvaru kvádru o rozmeˇrech 500m× 200m× 200m11. Tuto
oblast jsem pokryl krychlemi o hraneˇ délky 10m. Na inletu ΓI (steˇna x = 0) je prˇedepsána
Dirichletova okrajová podmínka pro rychlost normálového smeˇru u0 o velikosti 2m.s−1.
Na outletu (steˇna x = 500m) je prˇedepsán nulový tlak a homogenní Neumannova pod-
mínka pro normálovou složku rychlosti. Tecˇné složky rychlostí jsou na obou pru˚tocˇných
steˇnách nulové. Na zbylých steˇnách je prˇedepsána okrajová podmínka typu „wall“ s nu-
lovou rychlostí pohybu (statická steˇna). Veškeré okrajové podmínky jsou popsány blíže
v kapitole 5.
Na obrázku 6.1 vidíme rychlostní profil vypocˇtený mnou implementovaným mode-
lem v Matlabu. Obrázek 6.2 zobrazuje rychlostní profil vypocˇtený pomocí CFD modulu
obsaženém v Comsolu. Vidíme, že prˇi výpocˇtu v Matlabu se mnohem více projevily okra-
jové podmínky typu „wall“ než v prˇípadeˇ Comsolu. Výše uvedené odlišnosti budou
zpu˚sobeny jednak rozdílností použitých metod (MKD, MKP). Dále také rozdílností vý-
pocˇetních sítí, kdy Comsol nepoužívá pro MKP krychlovou sít’.
6.2 Srovnání numerických modelu˚ proudeˇní tekutin v úloze s prˇekážkou
Druhý experiment opeˇt porovnává rychlostní profil vymodelovaný výše uvedenými
modely. Rozdíl spocˇívá, že do výpocˇetní oblasti o rozmeˇrech 500m × 200m × 200m (to-
tožná s prˇedchozím experimentem) byla umísteˇna prˇekážka v podobeˇ dvou na sobeˇ polo-
žených komolých jehlanu˚ o rozmeˇrech podstavy 100m×100m. Horní plocha prˇekážky je
umísteˇna ve výšce 50m. Výpocˇetní oblast byla v Matlabu opeˇt pokryta krychlemi o délce
hrany 10m. Na inletu jsem tentokrát zadal Dirichletovu okrajovou podmínku pro nor-
málovou rychlost o velikosti 10m.s−1. Ostatní okrajové podmínky zu˚staly stejné jako v
prˇedchozím experimentu. Na steˇnách prˇekážky je taktéž prˇedepsána okrajová podmínka
typu statická steˇna.
11500m má oblast na délku ve smeˇru osy x.
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Obrázek 6.1: Rychlostní profil vypocˇtený numerickým modelem implementovaným v
Matlabu
Obrázek 6.2: Rychlostní profil vypocˇtený v Comsolu
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Obrázek 6.3: Rychlostní profil s prˇekážkou - pohled shora
Obrázek 6.4: Rychlostní profil s prˇekážkou - pohled shora (Comsol)
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Obrázek 6.5: Rychlostní profil s prˇekážkou - pohled ze strany
Obrázek 6.6: Rychlostní profil s prˇekážkou - pohled ze strany (Comsol)
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Obrázek 6.7: Rychlostní profil s prˇekážkou
Obrázek 6.8: Rychlostní profil s prˇekážkou (Comsol)
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Obrázek 6.9: Rozdíl norem rychlostí s prˇekážkou - horizontální rˇez ve výšce 50m
Obrázek 6.10: Rozdíl norem rychlostí s prˇekážkou - vertikální rˇez nad prˇekážkou
51
Na obrázcích 6.4 - 6.8 vidíme vždy po dvojicích z ru˚zných pohledu˚ srovnání rych-
lostních profilu˚ z Matlabu a z Comsolu. Vidíme, že v modelu z Matlabu se podobneˇ jako
v prˇedchozí úloze více projevily okrajové podmínky typu „wall“. Du˚vodem rozdílnosti
v obtékání prˇekážky jsou zajisté opeˇt rozdílné výpocˇetní síteˇ obou modelu˚ a dále také
zpu˚sob, jakým jednotlivé modely pracují s terénem. Mu˚j model zpracovává terén zpu˚-
sobem popsaným v kapitole 5.4, takže vyjímá celé bunˇky, kterými prochází terén a tím
aproximuje terén méneˇ prˇesneˇ než Comsol. Rozdílnosti v obtékání prˇekážky se projevují
i v grafech 6.9 a 6.10, které zobrazují relativní rozdíly norem rychlostí v procentech.
6.3 Šírˇení pevných cˇástic
Poslední experiment modeluje šírˇení pevných cˇástic PM10 ze zdroje znecˇišteˇní o vy-
datnosti 10g.s−1 umísteˇného ve výšce 50m nad zemí. Experiment jsem modeloval na
stejné síti jako v prˇedchozím prˇípadeˇ. Na pocˇátku byla v celé oblasti prˇedepsána pocˇá-
tecˇní podmínka nulové koncentrace. Na hranicích oblasti byla prˇedepsána po celou dobu
experimentu homogenní Dirichletova podmínka pro hodnotu koncentrace znecˇišt’ující
látky. Na vstupu jsem použil vektorové pole rychlostí vypocˇítané mnou implemento-
vaným modelem v prˇedešlém experimentu a difúzní koeficient pro prachové cˇástice z
tabulky 4.1. Experiment modeluje šírˇení prachových cˇástic PM10 po dobu 240 sekund.
Výstupy v podobeˇ animací z ru˚zných pohledu˚ na tento experiment jsou umísteˇny na prˇi-
loženém CD - prˇíloha A. Obrázky (6.11) - (6.13) zobrazují stav znecˇišteˇní uvnitrˇ oblasti v
cˇase 240 sekund.
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Obrázek 6.11: Stav znecˇišteˇní cˇásticemi PM10 v cˇase 240 sekund.
Obrázek 6.12: Stav znecˇišteˇní cˇásticemi PM10 v cˇase 240 sekund - pohled shora
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Obrázek 6.13: Stav znecˇišteˇní cˇásticemi PM10 v cˇase 240 sekund - pohled ze strany
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7 Záveˇr
Cílem této práce bylo analyzovat, zpracovat a následneˇ i implementovat numerické
modely využívané k modelování šírˇení kontaminantu˚ ovzduším. Tato problematika se
skládá ze 2 fyzikálních úloh - modelování proudeˇní tekutin a modelování šírˇení znecˇiš-
t’ující látky. Model proudeˇní tekutin je možné rˇešit i samostatneˇ, pro modelování šírˇení
znecˇišt’ující látky ovzduším však potrˇebujeme na vstup zadat vektorové pole rychlostí
proudící tekutiny uvnitrˇ prˇíslušné oblasti. Po du˚kladném studiu a analýze této proble-
matiky jsem se rozhodl implementovat oba modely pomocí metody konecˇných diferencí
v jazyce MATLAB R⃝. Vzhledem k tomu, že jsem podobneˇ nárocˇné úlohy rˇešil poprvé,
uprˇednostnil jsem MKD prˇed MKP cˇi MKO, jelikož oproti obeˇma ostatním metodám je
jednodušší ji implementovat. Prˇi implementaci numerického modelu proudeˇní tekutin
jsem vycházel z již existujícího modelu pro 2D úlohy, který jsem následneˇ upravil pro 3D
úlohy. 3D fyzikálneˇ-chemický model šírˇení kontaminantu˚ jsem vytvorˇil zobecneˇním 1D
modelu do 3D.
Aby bylo možné oba výše uvedené modely využít pro reálné úlohy, navrhl a imple-
mentoval jsem jako jejich soucˇást i metody pro zahrnutí terénu. Modely jsou schopny na
vstupu prˇijímat terén v podobeˇ standardního formátu, který mu˚žeme získat jako výstup
z geoinformacˇních systému˚. Tato skutecˇnost umožnˇuje modelovat šírˇení kontaminantu˚
ovzduším v prˇirozené krajineˇ popsané geografickými daty z geoinformacˇních systému˚.
Výstupy numerického modelu proudeˇní byly porovnány na konkrétních úlohách s
výstupy nástroje Comsol Multiphysics R⃝. Vzhledem ke skutecˇnosti, že se mi nepodarˇilo
do tohoto nástroje zahrnout geodata s reálným terénem vytvorˇil jsem v Comsolu terén
modelový a ten jsem následneˇ zahrnul i do numerického modelu proudeˇní implemen-
tovaného v Matlabu. Porovnané výsledky vykazují znacˇné rozdíly, které jsou dle mého
názoru zpu˚sobeny skutecˇností, že MKD pracuje pouze s pravidelnými síteˇmi a neumož-
nˇuje lokální zjemneˇní na hranicích modelovaných oblastí. Globální zjemneˇní síteˇ je však
bez paralelní implementace výpocˇetneˇ extrémneˇ nárocˇné.
Na vstup fyzikálneˇ-chemického modelu jsem umístil vektorové pole rychlostí vypo-
cˇítané implementovaným numerickým modelem a fyzikálneˇ-chemický model jsem ná-
sledneˇ testoval na konkrétní úloze. V Comsolu se mi však totožnou úlohu nepovedlo
nasimulovat, a proto jsem tyto výstupy nijak neverifikoval. Je nutno podotknout, že oba
modely na sobeˇ nejsou nijak závislé, a proto mu˚že být vstupní vektorové pole rychlostí
fyzikálneˇ-chemického modelu získáno i jinou cestou.
Co se týcˇe srovnání výpocˇetní nárocˇnosti obou modelu˚, tak nárocˇnost fyzikálneˇ-chemického
modelu je v porovnání s numerickým modelem zanedbatelná. Do budoucna bych se
rád zameˇrˇil prˇedevším na zrychlení numerického modelu. Z du˚vodu jeho neprˇíliš uspo-
kojivých výsledku˚ však bude nutné použít místo MKD jinou metodu (pravdeˇpodobneˇ
MKO).
Osobneˇ jsem se díky této práci detailneˇji seznámil s teoretickými aspekty, které se
týkají mechaniky tekutin. Dále jsem podrobneˇji prostudoval procesy konvekce a difúze.
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Seznámil jsem se i s modelovacím nástrojem Comsol Multiphysics R⃝. Nejveˇtší prˇínos pro
mne však meˇla práce prˇedevším v pochopení základních postupu˚, pomocí kterých je
možneˇ z matematického popisu problému vytvorˇit numerický model ve 3D. Veˇrˇím, že
tato práce mu˚že cˇtenárˇi pochopení teˇchto postupu˚ usnadnit.
56
8 Reference
[1] BRDICˇKA, Miroslav, Ladislav SAMEK a Bruno SOPKO. Mechanika kontinua. Vyd. 4.,
rev. a upr. Praha: Academia, 2011, 878 s. Gerstner. ISBN 978-80-200-2039-0.
[2] DRÁBKOVÁ, Sylva. Mechanika tekutin. Ostrava, 2007. ISBN 978-80-248-1508-4.
Dostupné z: http://www.338.vsb.cz/PDF/Drabkova-Mechanikatekutin.
pdf
[3] KOZUBKOVÁ, Milada. Modelování proudeˇní tekutin, FLUENT, CFX. 1. vyd. Ostrava,
2008. Dostupné z: http://www.338.vsb.cz/PDF/Kozubkova-Fluent.pdf
[4] RYŠKA, Václav. Matematické modelování znecˇišteˇní ovzduší. Ostrava, 2013. Do-
stupné z: http://www.fei.vsb.cz/export/sites/fei/k470/cs/theses/
bakalari/2013/rys0020.pdf. Bakalárˇská práce. Vysoká škola bánˇská - Tech-
nická univerzita Ostrava.
[5] HASAL, Martin. Numerické rˇešení Navierových-Stokesových rov-
nic pomocí metody konecˇných prvku˚. Ostrava, 2011. Dostupné z:
http://www.fei.vsb.cz/export/sites/fei/k470/cs/theses/mgr/2011/pdfs/has081.pdf.
Diplomová práce. Vysoká škola bánˇská - Technická univerzita Ostrava.
[6] JANALÍK, Jaroslav. Viskozita tekutin a její meˇrˇení [online]. Ostrava, 2010 [cit. 2015-
04-30]. Dostupné z: http://www.338.vsb.cz/PDF/TEXTviskozitaPDF.pdf
[7] Stlacˇitelnost – Wikipedie. [online]. [cit. 2015-02-27]. Dostupné z: http://cs.
wikipedia.org/wiki/Stla%C4%8Ditelnost
[8] Reynolds number - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit. 2015-03-01]. Do-
stupné z: http://en.wikipedia.org/wiki/Reynolds_number
[9] HAVLÍK, Vladimír a Ivana MAREŠOVÁ. Hydraulika 10: prˇíklady. Vyd. 2. Praha:
Vydavatelství CˇVUT, 2001, 243 s. ISBN 80-01-02403-2.
[10] Janalík, J., Štáva, P.: Mechanika tekutin, Skriptum, Ostrava: VŠB-TU Ostrava,
2002. 124 s. ISBN 80-248-0038-1. Dostupné z: http://www.338.vsb.cz/PDF/
Janalik,Stava-MechanikaTekutin.pdf
[11] Derivation of the Navier–Stokes equations - Wikipedia, the free encyclope-
dia. [online]. [cit. 2015-03-02]. Dostupné z: http://en.wikipedia.org/wiki/
Derivation_of_the_Navier%E2%80%93Stokes_equations
[12] Navier–Stokes equations - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit.
2015-03-02]. Dostupné z: http://en.wikipedia.org/wiki/Navier%E2%80%
93Stokes_equations
[13] BAKKER, André. Applied Computational Fluid Dynamics: Lecture 6 - Boundary
Conditions. In: [online]. [cit. 2015-03-06]. Dostupné z: http://www.bakker.org/
dartmouth06/engs150/06-bound.pdf
57
[14] Incompressible flow – CFD-Wiki, the free CFD reference. [online]. [cit. 2015-03-06].
Dostupné z: http://www.cfd-online.com/Wiki/Incompressible_flow
[15] Mach number - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit. 2015-03-06]. Do-
stupné z: http://en.wikipedia.org/wiki/Mach_number
[16] JOHNSON, Claes. Numerical Solution of Partial Differential Equations by the Finite
Element Method. Dover ed. Cambridge: Cambridge University Press, 1987, 278 s.
Dover books on mathematics. ISBN 05-213-4758-0.
[17] Archiv pocˇasí, klima Cˇeské republiky | In-pocˇasí. [online]. [cit. 2015-03-06]. Do-
stupné z: http://www.in-pocasi.cz/archiv/
[18] TOMÁŠ, Blejcharˇ. Turbulence-Modelování proudeˇní - CFX. Ostrava, 2010. ISBN
ISBN 978-80-248-2606-6. Dostupné z: http://www.person.vsb.cz/archivcd/
FS/Tur/Turbulence.pdf
[19] MILAN, Hokr. Transportní procesy [online]. 2005 [cit. 2015-03-07]. Dostupné
z: http://www.nti.tul.cz/cz/images/3/3e/Hokr_TRP_skripta_
05-09-23.pdf
[20] MARKERT, Vorgelegt von Bernd. Weak or strong on coupled problems in conti-
nuum mechanics. [Online-Ausg.]. Stuttgart: Inst. fu[section] [u.a.], 2010. ISBN 39-
373-9920-8. Habilitacˇní práce.
[21] Air pollution - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit. 2015-03-07]. Dostupné
z: http://en.wikipedia.org/wiki/Air_pollution
[22] Znecˇišteˇní ovzduší v Cˇesku – Wikipedie. [online]. [cit. 2015-03-09]. Do-
stupné z: http://cs.wikipedia.org/wiki/Zne%C4%8Di%C5%A1t%C4%9Bn%
C3%AD_ovzdu%C5%A1%C3%AD_v_%C4%8Cesku
[23] Znecˇišt’ující látky – Wikipedie. [online]. [cit. 2015-03-09]. Dostupné z:
http://cs.wikipedia.org/wiki/Zne%C4%8Di%C5%A1%C5%A5uj%C3%
ADc%C3%AD_l%C3%A1tky
[24] Prˇehled meˇrˇených velicˇin. [online]. [cit. 2015-03-09]. Dostupné z: http://www.
ovzdusizlin.cz/info/prehled-merenych-velicin
[25] JANÁCˇOVÁ, Dagmar a Hana CHARVÁTOVÁ. Vybrané stateˇ z procesního inženýr-
ství 5: Difúzní koeficient [online]. [cit. 2015-03-09]. Dostupné z: http://www.utb.
cz/file/42260_1_1/
[26] PRITCHARD, D. T. a J. A. CURRIE. Diffusion of coefficients of carbon dioxide,
nitrous oxide, ethylene and ethane in air and their measurement. Journal of Soil
Science. 1982, vol. 33, issue 2, s. 175-184. DOI: 10.1111/j.1365-2389.1982.tb01757.x.
58
[27] Convection–diffusion equation - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit.
2015-03-10]. Dostupné z: http://en.wikipedia.org/wiki/Convection%E2%
80%93diffusion_equation
[28] KUKACˇKA, Libor. Charakteristiky proudeˇní a difúze velikosti mikromeˇrˇítka uvnitrˇ
meˇstské zástavby. Praha, 2009. Diplomová práce. Univerzita Karlova v Praze.
[29] Advection - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit. 2015-03-12]. Dostupné z:
http://en.wikipedia.org/wiki/Advection
[30] Diffusion - Wikipedia, the free encyclopedia. [online]. [cit. 2015-03-12]. Dostupné z:
http://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion
[31] MARTÍNEZ, Isidoro. Mass diffusivity data. [online]. [cit. 2015-03-13]. Dostupné z:
http://webserver.dmt.upm.es/~isidoro/dat1/Mass%20diffusivity%
20data.pdf
[32] Thermal-FluidsPedia | Thermophysical Properties: Diffusion coefficients in
air at 1 atm | Thermal-Fluids Central. [online]. [cit. 2015-03-13]. Dostupné z:
https://www.thermalfluidscentral.org/encyclopedia/index.php/
Thermophysical_Properties:_Diffusion_coefficients_in_air_at_
1_atm
[33] SMOLÍK, Jirˇí, Ludmila MAŠKOVÁ, Nadeˇžda ZÍKOVÁ, Lucie ONDRÁCˇKOVÁ a
Jakub ONDRÁCˇEK. Deposition of suspended fine particulate matter in a lib-
rary. Heritage Science. 2013, vol. 1, issue 1, s. 7-. DOI: 10.1186/2050-7445-1-
7. Dostupné z: http://www.heritagesciencejournal.com/content/pdf/
2050-7445-1-7.pdf
[34] KOZUBEK, Tomáš, Tomáš BRZOBOHATÝ, Marta JAROŠOVÁ, Václav HAPLA a
Alexandros MARKOPOULOS. Lineární algerba s Matlabem [online]. 2012 [cit.
2015-03-19]. Dostupné z: http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/
unit/linearni_algebra_s_matlabem.pdf
[35] BRANDNER, Marek, Jirˇí EGERMAIER a Hana KOPINCOVÁ. Numerické metody
pro rˇešení evolucˇních parciálních diferenciálních rovnic [online]. 2012 [cit. 2015-03-
21]. Dostupné z: http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/
numericke_metody_pro_reseni_evolucnich_pdr.pdf
[36] DEMIR, Veysel. Simulation of Electromagnetic Fields: The Finite-Difference Time-
Domain (FDTD) Method and Its Applications. In: [online]. [cit. 2015-03-21].
Dostupné z: http://ieee.rackoneup.net/rrvs/10/Finite-Difference%
20Time-Domain%20Method%20and%20Its%20Applications.pdf
[37] CHEN, Long. Finite difference (MAC) for Stokes equations. In: [online]. [cit. 2015-04-
04]. Dostupné z: http://www.math.uci.edu/~chenlong/226/MACStokes.
pdf
59
A Fyzikálneˇ-chemický model - animace
Animace výsledku˚ numerického experimentu z kapitoly 6.3 jsou umísteˇny na prˇilo-
ženém CD ve složce „fyzikalne_chemicky_model“.
